Dr. Czeglédy Istvan: Rendszerszemlélet a matematika tanitasaban

Bevezetés

Udvozlom!

Ez az elektronikus jegyzet azokhoz sz6l, akik tanuljak, vagy tanulni akarjak a
matematikatanitast, illetve azokhoz, akik méar matematikatanari diplomaval rendelkeznek, és a

tanitassal kapcsolatos ismereteiket szeretnék meguyjitani.

A Rendszerszemlélet cimii jegyzet harmadik tagja egy matematika szakmodszertan
tankonyvcsaladnak.

Az egyik jegyzet feldolgozasa sordn, amelynek cime A matematika tanitdsdnak
pedagodgiai — pszicholdgiai vonatkozasai, képet kaphatunk a tanitds-tanulds alapelveirdl, a
matematikai ismeretszerzés pszichologiai alapjairol, a tanitasi folyamat szervezési
kérdéseirdl, a tanitasban alkalmazhaté6 munkaformakrdl, médszerekrol, eszk6zokrol, tovabba
a motivacios €s értékelési rendszerekrol.

A masik jegyzetbol, amely a Kompetenciaalapti matematikaoktatds cimet viseli, arra a
kérdésre  kaphatunk  valaszt, hogy miért tanitjuk a  matematikat, milyen
kompetenciateriileteket, milyen jartassagokat, készségeket, képességeket hogyan tudunk

kialakitani, fejleszteni a matematikatanitas soran.

Ez a harmadik jegyzet, pedig a mit tanitsunk matematikébol, €s hogyan biztosithatjuk
az egymasra-¢pitettséget ¢és a  fokozatossagot, azaz a rendszerszemléletet a

matematikatanitasunk soran kérdésre ad valaszt.

Ebbdl a rovid ismertetébdl kideriil, hogy a tanitdsra vald alapos felkésziiléshez mindharom
kotetre sziikség van. Ezek egyiittes tanulmanyozésa ad valaszt a harom {6 kérdésre: mit, miért

¢s hogyan tanitsunk matematikét.

A rendszerszemlélet a matematika tanitdsaban jegyzet f6 célkitiizései:
— megmutatni a rendszert a matematikai ismeretekben,
— kialakitani a rendszerszemléletet a tanarban és a tanuldokban,

— eldsegiteni az ismeretszerzésnek a természetes tanulas tjan torténd megvalositasat,
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— példat adni a heurisztikara, azaz a felfedeztetd tanitdsra — megfeleld mintapéldakon
keresztiil,

— érzékeltetni a kiils6 és belsé koncentracid megvalositasanak, tovabbd a gyakorlati
alkalmazasanak a lehet0ségét,

— motivacids bazist kialakitani az életkornak és az érdekldédési koroknek megfeleld

tananyagtartalommal.

Mindezekkel a matematikatanitas eredménytelenségeinek egyik f0 okozojat, a

rendszerszemlélet hianyat probaljuk meg kikiiszobolni.

Richard R. Skemp kisérletei alapjan megallapitotta, hogy tobb tanitvanyanak azért volt
nehéz a matematikai fogalmak elsajatitdsa, mert tanuldsuk soran nem fedezték fel az egyes
fogalmak kozotti kapcsolatot, nem lattdk meg a fogalmak, ismeretek rendszerét. Akik viszont
konnyen boldogultak a matematikaval, azokra kivétel nélkiil jellemzé volt a
rendszerszemlélet. Felfedezték a tananyag belsé ,,strukturajat”, 6ssze tudtak kapcsolni egyéb

tantargyak fogalomrendszerével, tudtak alkalmazni ismereteiket a gyakorlatban.

Ez a jegyzet azt hivatott megmutatni, hogy milyen matematikai ismeretrendszereket, hogyan

tudunk kialakitani, hogyan tudjuk tanuldinkat rabirni a rendszerszemléletre.

Tanulasi idosziikséglet

A kurzus anyaganak feldolgozasa személyfiiggd. Filigg az olvaso eloképzettségétdl, a
matematikai ismeretekben valo jartassagatol, készségétol, és nem utolsd sorban a mdédszertani
kultaraltsagatol.

Azoknak a tanarjelolteknek, akik hidnyos matematikai eloképzettséggel érkeztek a
felsoktatasba, legalabb egy féléves intenziv munka sziikséges a tananyag elsajatitidsahoz. Ez
a félév soran legalabb heti 4 orat jelent.

A szakmai alapok megszerzése utan még legalabb ugyanennyi id6 sziikséges ahhoz, hogy a
leendd tandr Osszefliggéseiben — tehat rendszerben — is ldssa a tanitandd anyagot.
Mindenképpen elkeriilendé az, hogy onallo, kiilonalld leckeként — csak egy-egy tanorara
koncentralva — tanitsuk a matematika témakordket, és a koztiik 1évé kapcsolatokat, az
egymasra-¢épitettséget, a fokozatossagot ne mutassuk meg. Ennek megtanuldsa a tanarjelolt

részére iddigényes feladat.
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Gyakorlattal rendelkezd matematikatandrok szamara lényegesen kevesebb id6 sziikséges.
Nekik elég egy félév heti 2 ora idotartammal. Feltételezziik, hogy ezeknek a tandroknak mar
nem jelent problémat a fontosabb definiciok, tételek kimondasa, illetve a tételek bizonyitasa.

Nekik elég ,,csak” a rendszerszemléletre koncentralniuk.

Tanulasi folyamat, tanulasi modszerek

Javasoljuk, hogy minden témakornél épitsiik fel az tgynevezett ,ismeretpiramist”,
tanuljak meg a benniik 1évé definicidkat, tételeket, bizonyitdsokat, majd koncentraljanak a
gyakorlati alkalmazésra, a problémamegoldasra.

Minden fejezet végén talalnak feladatokat, kérdéseket. Ezek megoldasait az adott kurzust
meghirdetd oktatonak kell bekiildeni, aki értékeli munkdajukat, és az értékelést — pozitivum,
negativum — ismerteti a hallgatdval.

Javasoljuk tovabba azt is, hogy a fejezetek végén kozolt irodalmat is tanulmanyozzak.

Célkitiizések, kovetelmények

Reményeink szerint a kurzus elvégzése utan az olvasé
— biztos szakmai tudasra tesz szert,
— nem elkiilonitett témakoronként, hanem szerves egységes egészként — rendszerként
— kezeli a matematikat,
— megfeleld példakkal tudja megmutatni tanitvanyainak a fogalomrendszereket,
— a verbalis (értelem nélkiili tanulds) ismeretszerzés helyett az értelmes, Iényeget

kiemeld, kapcsolatokat feltard természetes tanulast alakitja ki tanitvanyaiban.

A kurzus tananyaganak tartalmi egységei

I. A halmazelmélet és a matematikai logika alapjainak tanitdsa

Il. A szamfogalom kialakitasa, felépitése. A miiveletek, struktirdk alapjai a természetes

szamoktol a komplex szamokig

I1l. Szdmelmélet, oszthatdsag, szamrendszerek
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IV. A klasszikus algebra elemei. Algebrai kifejezések, polinomok, algebrai egyenletek,

egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek, egyenldtlenségrendszerek

V. Relaciok, fiiggvények, sorozatok alapjainak tanitasa

VI. A szoveges feladatok ismeretrendszere.

Az egyes témakorok feldolgozasat tigy probaljuk megoldani, hogy az ismeretrendszerek
megmutatasan tul a szakmodszertani, didaktikai ismeretek, praktikdk is felszinre kertiljenek.

Ezzel a kezdd tanaroknak kivanunk segitséget adni a tananyag optimalis feldolgozasdhoz.

Sikeres munkat kivanunk minden olvasonknak!

I. A halmazelmélet és a matematikai logika alapjainak tanitasa

A halmazelmélet fogalomrendszere

A kozoktatasban — az altalanos ¢és kozépiskolaban — nem halmazelméletet tanitunk
annak axiomatikus felépitésével, tulajdonsagaival, tételeivel, bizonyitasaival, hanem ,,csak”
olyan  halmazelméleti alapokat, amelyek segitenek a matematikai ismeretek
rendszerszemléletli feldolgozasdban. Valojaban eszkozjelleggel tanitjuk a halmazokkal
kapcsolatos ismereteket. Olyan eszkozként, amely segit az uj fogalmak, ismeretek
kialakitasaban, tovabba integralja, rendszerezi a tanulok meglévo ismereteit, tudasat. Ebbol
adoddan a halmazelméletnek oOriasi jelentdsége van a matematikai ismeretelsajatitasban. A
fentiekbdl az is kovetkezik, hogy mar 6vodas korban kialakitunk és alkalmazunk bizonyos
egyszerli halmazelméleti ismereteket, és a kozépiskolai érettségivel sem fejezddik be az
ismeretrendszer kialakuldsa. Ugy boévitjik a témaval kapcsolatos ismereteket, ahogy a

matematika egyéb témakdreinek ismerete ezt lehetdvé teszi, illetve megkoveteli.

A kovetkez6kben megmutatjuk a halmazelméleti alapfogalmaknak egy felépitését, egy

ugynevezett ,fogalompiramist”, amelyet a tanitds sordn kovethetiink ugy, hogy a

4
TAMOP Eger
Dr. Czeglédy Istvan: Rendszerszemlélet a matematika tanitasaban, 2010



rendszerszemlélet, azaz az egymasraépitettség, az ala-folé rendeltség, a fokozatossag

érvényesiiljon.

A halmazok fogalomrendszerének felépitése

1. Halmaz, elem, eleme
Ezeket a fogalmakat nem definidljuk. Az els6 kett6t alapfogalomként, a harmadikat
axiomakeént kezeljiik.
Elég nehéz a tanuldkkal elfogadtatni azt, hogy nem tudjuk definidlni a halmazt.
Minden laikus probalkozik a ,,...bizonyos tulajdonsaggal biré dolgok Osszessége...”,

b

vagy ,,...amelyek egy csoportba tartoznak...” stb. meghatdrozassal, de ezeket
megfeleld példakkal tudjuk céfolni. Az ,0sszess€ég”, a ,.csoport”, a ,halmaz”, az
»egylttes” stb. szinonim fogalmak. Ha ezekkel definidlnank a halmazt a ,tautolégia” —
azaz az dnmagaval valé meghatarozas — hib4jaba esnénk.

(Természetesen, az itt mondottakat a kozépiskolaban célszerti eldvenni, mert akkor érti

meg a tanuld az alapfogalmak, axiomak lényegét.)

2. Konkrét halmazok megadasa
Magat a halmazt nem tudjuk alacsonyabb szintli fogalomra visszavezetni (definialni),
de konkrét halmazokat mar kisgyermekkorban tudunk értelmezni. (Megfeleld konkrét
példakkal.) Példaul: paros szamok, 10-nél kisebb pozitiv szamok stb.
A matematika minden témakoréhez tudjuk kapcsolni a konkrét halmazok megadésat.
Ez egyébként kivanatos is, mert igy mutathato meg — tobbek kozt — a tobbi témaval

val6 kapcsolat is.

A konkrét halmazok megadasanal a kdvetkezOkre kell nagyon figyelniink:
a) egy konkrét halmazt akkor adtunk meg, ha barmely dologrdl, objektumrol,
fogalomrél stb. el tudjuk donteni, hogy eleme-e a halmaznak, vagy nem,

b) egy halmazba annak minden eleme pontosan egyszer tartozik bele.

Ennek alapjan: az érdekes konyvek halmaza, a jo viccek halmaza, a magas fiuk
halmaza stb. mondatokkal nem hataroztunk meg konkrét halmazt, mert a fenti allitadsok

megitélése szubjektiv.
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Ugyanigy, ha a 2-t 5-szor beirom a {10-nél kisebb pozitiv paros szamok halmaza}- ba,

ennek a halmaznak akkor is csak 4 eleme lesz, és nem 8.

3. Jelolések
A halmaz: A, B, C, .... (A latin abc nagybettiivel), vagy { }-lel.
Azelem: a,b,c, ... (A latin abc kisbetiiivel), vagy konkrét jelekkel
(szam, személy, nap, ho, stb.).

Eleme: e, nem eleme: ¢

4. A halmazok abrazolasa

— Venn —diagram

— Caroll — diagram
A Venn — diagramnal az elemeket azonos tulajdonsag alapjan soroljuk azonos
halmazba, igy az egyes részhalmazok kozott lehetnek ,atfedések™ is (lasd halmazok
unidja), mig Caroll — diagramnal tigy bontjuk részhalmazokra azt alaphalmazt, hogy az
egyik halmazba keriilnek az azonos tulajdonsaguak, a mésikba ezeknek a tagadasa.
P¢ldaul: paros — nem paros,

harommal oszthatd — harommal nem oszthato stb.

A Caroll — diagramra jellemz6, hogy diszjunkt részhalmazokra bontjuk az eredeti
halmazt. Mindkét dbrazolasi médot meg kell mutatni a tanuloknak, és azt hasznaljuk a

kettd koziil, amelyik az adott probléma megoldasakor a legmegfeleldbb.

5. A halmazok egyenldosége
Kezdetben, a fogalom bevezetésekor a kovetkezd definiciot hasznaljuk: Két halmaz
egyenld, ha elemeik megegyeznek.
Ezt a definiciot konkrét példdkon keresztiil tudjuk szemléltetni, igy mar also
tagozatban is bevezetheto.
Miutan a részhalmaz fogalmat tisztaztuk, természetesen a kovetkezd értelmezést is
meg kell mutatnunk:

Két halmaz egyenld, ha kdlcsondsen részhalmazai egymasnak.

Ha AcB és Bc A akkor A=B
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6. Univerzum, iires halmaz
Mindkét fogalmat kelld szamu, megfeleld mintapéldaval mutathatjuk meg a
tanuloknak akar mar az altalanos iskola fels6 tagozataban is.
Azért is fontos e két fogalomnak az alapos ismerete, mert mind a halmazmiveleteknél,
mind a matematika egyéb témakoreinél nélkiilozhetetlen ismeretek. (Szdmelmélet,

algebrai egyenletek, egyenldtlenségek, sikidomok stb.)
Jeldlésiik: U; O

(Felhivjuk a figyelmet egy gyakori hibara. Az iires halmaz jele nem ez: {@}, hanem
ezek: { }, vagy @.)

7. Részhalmaz, valédi részhalmaz
A definiciokat itt is megfeleld példakkal készitjiik eld.
A c B, ha A minden eleme eleme B-nek is.
A < B, ha A minden eleme B-nek is eleme, de van B-nek legalabb egy olyan eleme,
ami nem eleme A-nak.
(Ennek Venn-diagrammal tortén6é bemutatasat és konkrét példakon valo érzékeltetését
az olvasora bizzuk.)
E két fogalom kialakitdsa utdn kapcsolodhatunk egy masik témakor
fogalomrendszeréhez, a relaciokhoz, mintegy elokészitve azt.

A ,részhalmaz” relacié tulajdonsagait szerencsés mar ekkor mintapéldakkal

bemutatni.
a)Ac A reflexiv
by HaA < BésB < A, akkorA=B antiszimmetria
c)HaA c BésB c C,akkorA c C tranzitiv

Ezeket a tulajdonsagokat akkor is megmutathatjuk, ha a relacié fogalma nem tisztazott
a tanulok eldtt. (Nem is sziikséges ,,id0 el6tt” definidlni sem a relacid fogalmat, sem a

fent emlitett tulajdonsagokat.)

A valddi részhalmazra is megfogalmazhatok a tulajdonsagok, és bemutatasuk szintén
konkrét példakkal valosithatdo meg.

a) A < A, hamis antireflexiv relaciod

b) Ha A — B akkor B — A, hamis, aszimmetrikus relacié
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c)HaA < BésB < C, akkor A < Cigaz, tranzitiv relacid

A Venn-diagrammal torténd abrazolas segit a tulajdonsagok felismerésében.

8. Miiveletek halmazokkal
A binér miivelet fogalma nagyon absztrakt, igy még a kozépiskolai tanulok zome sem

tudja felfogni a kovetkezd definicid 1ényegét, nemhogy az altalanos iskolas.

Az S nem tires halmaz S X S Descartes-szorzatanak S-be valo leképezését az S

halmazon értelmezett miveletnek nevezzik.

A definicio helyett itt is a konkrét matematikai példakat hivjuk segitségiil. A tanuldk
mar kisiskolas korban megjegyzik, hogy két természetes szam Osszege, szorzata is
természetes szdm, hogy paros szamok Osszege paros, pdratlan szamok szorzata
paratlan stb. Tehat egyszerti példakon szépen kiemelhetd a binér miiveletek — és ezen
tal a tobbvaltozds miiveletek — Iényege, tulajdonsagai stb.
Ebbdl a megkozelitésbdl kovetkezik, hogy két, vagy tobb halmazzal végzett miivelet
eredménye is halmaz.
Példéul:
nem helyes az a definicio, hogy két halmaz metszetén olyan elemeket értiink,
amelyek mindkét halmaznak elemei, hiszen két halmaz metszete nem elem
lesz, hanem halmaz.
A metszet helyes definicidja:
Két, vagy tobb halmaz metszetén azon elemek halmazat értjik, amelyek
mindegyik halmaznak elemei.
(A tobbi miiveletet nem definidljuk, mert feltételezziik, hogy ezt a jegyzetet a
matematikat tanuld, értd emberek olvassak, és tudjak értelmezni ezeket a fogalmakat.
A Hajdu Sandor szerkesztésében megjelent Matematika 9. a Miiszaki Konyvkiado
altal megjelent tankdnyvben megtalalhatok a halmazelméleti alapok.)

A tovabbiakban csak felsoroljuk az altalanos ¢és kozépiskolaban tanitando
halmazmiiveleteket és azok tulajdonséagait, és az olvasora bizzuk annak diagramokkal
torténd bemutatdsat, bizonyitasat, illetve konkrét matematikai példakkal wvalo

szemléltetését.
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TAMOP Eger

Halmazok unioja

Idempotens, kommutativ, asszociativ miivelet.

Halmazok metszete

Idempotens, kommutativ, asszociativ mivelet.

A metszetnél célszerli megemliteni a halmazok diszjunktsagat, mert késobb nagy
szlikség lesz erre az ismeretre.

Ha4 NB = (O, akkor az A és B halmazok diszjunktak.

(Nincs kozos elemiik.)

A két miivelet targyaldsa utan célszerli megmutatnunk a disztributiv térvényt,
természetesen konkrét példakon keresztiil és felhasznalva a Venn-diagramos
abrazolast a bizonyitashoz.

(AuB)nC=ANC)UBNC)

(ANB)UC=(AUC)N(BUCQC)

Erdekességként megmutatijuk és bizonyithatjuk az abszorbcids (elnyelési)
tulajdonsagot is.

AUANB)=A ; ANAUB)=A

Ez utobbiak természetesen mar csak a kozépiskola magasabb évfolyaman

targyalandok és a jo képességli tanuloknak ajanlottak.

Halmazok kiilonbsége, szimmetrikus kiilonbsege
Az A\ B azon elemek halmaza, amelyek elemei A-nak, és nem elemei B-nek.

A kiilonbség nem idempotens és nem kommutativ.

Az A A B szimmetrikus kiilonbség azon elemek halmaza, amelyek a két halmaz
koziil pontosan az egyiknek elemei.

Nem idempotens, kommutativ.

Ezek a tulajdonsagok is szépen megmutathatok kiilonbozd matematikai példakon

keresztil.
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Példaul:
A = {2-vel oszthato természetes szamok }
B = {3-mal oszthat6 természetes szamok}
U = {20-nal kisebb természetes szamok }
A\B=4{2; 4, 8; 10; 14; 16}
A husznal kisebb, 2-vel oszthatd, és 3-mal nem oszthaté természetes szamok
halmaza.
B\A={3;9; 15}
A husznal kisebb, 3-mal oszthatdé, 2-vel nem oszthaté természetes szamok

halmaza.

Rogton szembetlinik, hogy A\ B # B\ A, azaz nem kommutativ miivelet, tovabba
egy egyszeru, mindenki altal értheté példan még az is megmutathatd, hogy
A\B=ANB é B\A=BN A.

(Ez természetesen a komplementer fogalmanak elsajatitdsa utan torténhet meg.)

Az A A B ={2; 4; 8; 10; 14; 16; 3; 9; 15}-b61 pedig a szimmetrikus kiilonbség
definicioja, illetve a mivelet kommutativ volta erdsitheté meg, tovabba
megmutathato, ha

AAB=(A\B) U (B\A) teljesil.

— Halmazok komplementere

Egy A halmaz U-ra vonatkozo komplementerén azon elemek halmazat értjik — és

A-sal jeloljiik — amelyek elemei U-nak (univerzum, alaphalmaz) és nem elemei A-

nak.

A komplementernek is nagy szerepe van a matematika egyéb témakdreinek
tanitdsanal, igy az el6z6 példahoz hasonldé mdédon mindenképpen sziikséges a

kovetkezd tulajdonsagokat bevezetniink.
a) A=U\A
b) AUA=U; ANA=0
c) 7\ =A
d AUB=ANB
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e) AnB=AUB

Ez utobbi kettdt nevezziik De Morgan torvényeknek.

Mint azt korabban irtuk ezeket az ismereteket nem definicidként, altalanosan
kozvetitjik a tanuloknak, hanem megfeleld példak sokasdgat nyujtva, mintegy
felfedeztetjiik azokat. Ahogy bdviil a tanulok matematikai ismeretrendszere, ugy
béviilhet a halmazelmélettel kapcsolatos ismeretek rendszere is.

Az eddigi halmazelméleti ismeretek sziikségesek voltak ahhoz, hogy a
szamfogalmat ,,magasabb szintre” helyezziik, hogy megismerked;jiink a ,,véges”,
illetve a ,,végtelen” fogalmaval. A Hajdu-féle kozépiskolai tankonyvcsalad 10.

osztalyos tankonyvében taldlkozunk eldszor a szamossag értelmezésével.

9. Halmazok szamossaga
Konkrét véges halmazokkal megmutatjuk, hogy azoknak hany valodi
részhalmaza van, ezen részhalmazoknak hany elemiik van és ezek kozott milyen
kapcsolat van. Az azonos elemszamu halmazok ko6zott kolcsondsen egyértelmii
megfeleltetést tudunk létesiteni. Ezek vizsgalata utdn johet a felfedezés, a sejtés és a

definicio.

10. Halmazok ekvivalenciaja

Két halmaz ekvivalens egymassal, ha szamossaguk egyenld, azaz a két
halmaz elemei kdlcsondsen megfeleltethetok egymasnak.

Sok-sok egyszerti példan keresztiil célszerli megmutatni, azt a komoly absztrakciot
igénylo ismeretet, hogy mikor véges ¢s mikor végtelen egy halmaz.

Egy halmazt végesnek neveziink, ha nincs olyan valodi részhalmaza, amely
vele egyenld szdmossagu. Ezt véges halmazok wvalédi részhalmazainak
felsoroltatasaval reprezentalhatjuk.

Ezutan jon a tanulok szdmadra az a szinte érthetetlen megallapitas, hogy egy halmaz
valodi részhalmazéanak lehet ugyanannyi a szamossaga, mint az 6t tartalmazonak.
Ilyen kérdéssel és a ra adott helyes valasszal lehet a tanulokat meghdkkenteni:

Természetes szambdl, vagy paratlan természetes szambol van tobb?

Az eldbbiekben leirt példdkon keresztiil juthatunk el a szamfogalom kialakitasahoz
nélkiilozhetetlen ismeretekig.
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Nevezetesen:
— atermészetes szam, mint a véges halmazok szamossaga,
— megszamlalhatoan végtelen halmazok,
— nem megszamlalhatéan végtelen halmazok,

— kontinuum szamossag.

Az ilyen megalapozads utan kapcsolhatjuk Ossze a halmazelméletet a szamfogalom
kiépitésevel.
— A természetes szdmok halmaza megszamlalhatdan végtelen.
— A racionalis szamok halmaza ekvivalens a természetes szamok halmazaval.
— A val6s szdmok halmaza nem megszamlalhatoan végtelen.
Ez utébbiak igazolasara sziikséges a Descartes-szorzat fogalmanak kialakitdsa, hiszen
barmely egész szamnak, racionalis szdmnak megfeleltethetd a rendezett elem-parok egy jol

meghatarozott halmaza. (Lasd az egészek ¢€s a tortek fogalmanal.)

A szamfogalom kialakitasan tal a halmazelmélet jelentds szerepet jatszik minden

témakornél. Néhany példa ezekre:

— Egyenletek, egyenl6tlenségek — alaphalmaz, igazsdghalmaz.

— Relaciok, fliggvények, sorozatok — halmazok kozotti megfeleltetések.

— Szamelmélet, oszthatdsag — halmazmiveletek, maradékosztalyok.

— Geometria — azonos tulajdonsagii ponthalmazok, sikidomok, testek,

transzformaciok.

— Kombinatorika — adott halmazok elemeinek sorozatai.

Mindezek azt mutatjak, hogy a halmazelmélet alapjainak tanitdsa-tanuldsa nagyon hangsulyos

helyet foglal el matematikatanitasunkban, €s ennek megfeleld fontossaggal kell kezelniink.

A matematikai logika fogalomrendszere

A matematika nyelve gy ardnylik a koznapi nyelvhez, mint Wertheimkulcs a
sperhaknihoz, irja Andre Revuz egy munkdjaban. (Wertheimkulcs = bonyolult, nagy
precizitast zarakhoz készitett kulcs; sperhakni = alkulcs, tolvajkulcs, altaldban egy vasszegbdl
hajlitott, lapitott végii egyszerlibb zarakat nyit6 eszkoz.)

Amit a kdznapi nyelvben a kommunikacié soran megengedhetiink magunknak, azt a

pontatlansagot nem engedhetjiik meg a matematikdban. Nem mondhatunk ,&s” helyett

, 12
TAMOP Eger
Dr. Czeglédy Istvan: Rendszerszemlélet a matematika tanitasaban, 2010



,vagy’-ot, ,legalabb” helyett ,legfeljebb”-et, ,,akkor” helyett ,,pontosan akkor”-t stb., mert

ezaltal a matematikai kifejezéseink lesznek pontatlanok.

Példaul nem mindegy, hogy egy egyenldtlenség megoldasa:
X<2ésx>3,vagyx<2vagyx>3

Az elsé esetben a megoldadshalmaz iires halmaz, a masodik esetben, pedig egy végtelen

halmaz.

A mondatokon beliili szavak sorrendje is nagyon fontos. A kovetkezd két kijelentés egészen

mast jelent, pedig ugyanazok a szavak alkotjak mindkett6t.

,,15-nek van két pozitiv osztdéja.”  (igaz)

,,15-nek két pozitiv osztdja van.”  (hamis)

Matematikatanitdsunk egyik fontos célja a pontossagra torekvés. E cél megvaldsitasahoz

nélkiilozhetetlen a matematikai logika fogalomrendszere.

A halmazelméleti alapok tanitdsdhoz hasonléan ez a témakor sem képezi kiilon
tananyag targyat. Minden témakornél — mind a fogalmak kialakitdsanal, mind a gyakorlasnal,
ismétlésnél — eléjonnek a matematikai logikai ismeretek, segitik az értelmezések, definiciok,
tételek pontos megfogalmazasat, a félreértések, a helytelen értelmezések -elkertilését.
Leegyszertisitve azt is mondhatnank, hogy a matematikai logika a matematika nyelve,
amelynek helyes miivelése sikerhez, helytelen hasznalata kudarchoz vezet a problémak
megoldasa soran.

Elére bocsatjuk, hogy ha a tanar pontatlanul beszél a matematikadrakon, akkor didkjai is igy

beszélnek, tehat oriasi a tanar feleldssége.

A kovetkezokben megvizsgaljuk a logikai ismeretek fogalomrendszerét, felépitjiik a
»~fogalompiramist” és példdkat mutatunk arra, hogy megfeleld mintapéldakkal hogyan lehet
konnyen elsajatittatni a tanulokkal ezeket az ismereteket, és hogyan lehet ezeket alkalmazni a

matematikai ismeretelsajatitasban.
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A fogalmak, ismeretek rendszere

1. Kijelentés (allitas), igaz, hamis (logikai érték)
Ezek alapfogalmak, nem definialjuk 6ket, viszont sok-sok, a tanulokhoz koézel allo,

érthetd feladattal érzékeltetjiik a 1ényegiiket.

2. ftélet
Az a kijelentés, aminek van logikai értéke. Tehat, mint latjuk a kijelentés, a kijelentd
mondat nem azonos az itélettel. Mig a kijelentésrél nem tudjuk eldonteni, hogy igaz, vagy
hamis, addig az itéletnél ez elengedhetetlen.
Példaul: ,,Sz¢ép 1d6 van.” Ez kijelentés és nem itélet, mert az id0 szépsége erdsen
szubjektiv. Viszont a ,;2 paros szam.” Kijelentés itélet, mert meg tudjuk hatarozni a

logikai értékét.

3. A harmadik kizarasanak elve; az ellentmondas-mentesség elve
Egy itélet vagy igaz, vagy hamis. Harmadik lehetdség nincs. Egy itélet nem lehet
egyszerre igaz is €s hamis is. Egy axidmarendszernek biztositani kell ezeket a feltételeket.
Ezt a két nagyon fontos tulajdonsagot is megfeleld — nem feltétlen matematikai — példak
sokasagaval, mar az altalanos iskola alsé tagozatdban célszerli megmutatni a tanuloknak.
Ahogy boviil a tanulok matematikai ismeretrendszere, mas-mas példakkal erdsitjiik ezen

ismeretek belsové valasat.

4. Elemi itélet — 0sszetett itélet
Elemi itéletnek nevezziikk azt az itéletet, amelyet nem Ilehet logikai miiveletek

alkalmazasaval 1étrehozni.

Példaul: A 6 paros szam.
Osszetett itéletnek azt az itéletet nevezziik, amely elemi itéletekbdl logikai miiveletek

alkalmazasaval hozhato6 1étre.

Példaul: A 15 oszthatd 3-mal és 5-nek tobbszorose.
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A logikai miiveletekre is igaz a halmazmiiveleteknél leirt definici6. Itéletek Descartes
szorzatat képezziik le az itéletek halmazaba. [téletekkel végzett miiveletek ,.eredménye” is

itélet lesz.
5. Miiveletek

— Neguacio (tagadas)
Egyvaltozos logikai miivelet. A p itélet negacidjanak nevezziik azt az itéletet — és
3 p-vel jeloljik — amely hamis, ha p igaz, és igaz, ha p hamis.
Pé¢ldaul: ,,3 Osszetett szam.” (hamis);
»Nem igaz, hogy 3 Osszetett szdm.” (igaz) (Mas megfogalmazéasban: 3 nem
Osszetett szam.)
Az itélet kétszeres tagadasanak logikai értéke egyenld az eredeti itélet logikai
értékével.
.3 Osszetett szam.”  (hamis)
,Nem igaz, hogy 3 Osszetett szam.” (igaz)

,.Nem igaz, hogy 3 nem 0Osszetett szam.”  (hamis)

lpl=11(p)]

A mintapéldakkal azt kivanjuk hangstlyozni, hogy a logikai miveleteket sem
definicioval kozvetitjiik a tanuldknak, hanem megfeleld példakkal felfedeztetjiik azok
tulajdonsagait.

A negacid végrehajtasanak legegyszeriibb modja, hogy az itélet elé¢ odairjuk, hogy
,hem igaz, hogy...”

A negéacié miivelettablaja:

A miivelettablat szerencsés minden logikai miiveletnél felvazolni, mert ebbdl inkabb
nyilvanvalova valik, hogy nem az itélet tartalmi vonatkozésa a fontos, hanem annak
logikai értéke.
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A tagadas halmazelméleti megfelel6je a komplementer-képzés. Megfeleld példakkal
ez is konnyen megmutathaté a tanuloknak. (Eleme U-nak, de nem eleme A-nak — nem

igaz a p tulajdonsag.)

—  Konjunkcio
A p és q itélet konjukcidjan azt az itéletet értjik, amely akkor igaz, ha mindkét itélet
igaz.
Kotdszavai: €s, de, noha, pedig, tovabba stb.
Jelolése: p A Q.
Minden témakorben a példak széles skalajat taldljuk a konjukcid6 bemutatisara és
ennek alapjan tulajdonsagainak felfedeztetésére.
Hajlamosak a tanuldk arra, hogy az és kotdszot a konjukcido miiveletével azonositsak.
Ennek kikiiszobolésére az ellenpéldak a legjobbak.
Pé¢ldaul: ,,6-nak és 15-nek a legnagyobb k6z06s osztoja 3. Lathatd, hogy itt az ,,
¢s” pusztan felsorolast jelent, hiszen nem beszélhetiink sem 6-nak sem 15-nek a
legnagyobb kozds osztojardl. (Egy szamnak nincs k6zos osztdja.). Itt az ,,¢s” akkor
jelentene konjukciot, ha azt mondhatnank, hogy 6-nak is és 15-nek is 3 a legnagyobb
koz6s osztdja — ami értelmezhetetlen.
Ilyen példakkal mutathatjuk meg a tanuloknak, hogy az ,.&s” miivelet akkor jelent
konjukciot, ha helyettesithetd az ,,... is, ... is”, vagy ,,mindkett6”, vagy ,,mindegyik”
stb. szavakkal.
Példaul: 15 oszthatdé 3-mal és 5-tel. Itt az ,,&s” mar konjukcio, hiszen 15 oszthaté 3-
mal is és 15 oszthatdo 5-tel is. (Természetesen hamis itéletekre is igazak az itt

elmondottak.)

A konjukcié miivelettablaja:

p q pPAQ

[ [ [

[ h h

h [ h

h h h
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A mivelettablat csak akkor frassuk fel a tanulokkal, amikor mar a konjukcid 1ényegét
megértették. Tehat ne definicioval és ne a miivelettablaval kezdjiik a targyalast, hanem
ez legyen a végs6 0sszegzés, a lényegkiemelés.

A konjukcié lényegét jobban megértik a tanuldk, ha kapcsoljuk a halmazok

metszetéhez. (Mindkét halmaznak elemei, mindkét kijelentés igaz.)

—  Diszjunkcio
A p és q itéletek diszjunkcidjan azt az itéletet értjiik, amely pontosan akkor hamis, ha
mindkét itélet hamis.
Kotdszavai: vagy, legalabb (az egyik), valamelyik stb.
A diszjunkcié a megengedé vagy. A diszjunkcio soran kapott itélet akkor igaz, ha

legalabb az egyik itélet igaz.

Példaul:
Melyek azok a 20-nal kisebb természetes szamok, amelyek parosak vagy 5-nek
tobbszorosei?

A diszjunkci6 mivelettablaja:

Y q pvq

Megfeleld példakkal szépen mutathaté a halmazok unidjaval valé kapcsolat.

—  Kizaro vagy
Ko6toszavai: vagy-vagy; pontosan az egyik stb.
Ha két itéletet a ,,kizard vagy”’-gyal kapcsolunk 6ssze, az uj itélet pontosan akkor igaz,

ha az egyik igaz, a masik hamis.

A kizar6 vagy milvelettablaja:
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p q PAQ
I I h
I h I
h I i
h h h

P¢ldaul: egy pénzfeldobas eredménye fej vagy, irds. Nyilvdnvaloan nem lehet
egyszerre mindkettd, illetve egyik sem.

Ez azt jelenti, hogy ,,vagy fej, vagy iras”, illetve a ,,fej vagy, iras koziil pontosan az
egyik” teljestl.

Halmazelméleti megfeleldje a szimmetrikus kiilonbség.

—  Osszeférhetetlenségi vagy (Sheffer — miivelet)
Ha két itéletet a Sheffer miivelettel kapcsolunk 6ssze, akkor az 1 itélet akkor lesz
igaz, ha a két itélet koziil legfeljebb az egyik igaz.

Az Osszeférhetetlen vagy miivelettablaja:

P | A |pg|Parg| 1(paq)
i i h i h
i h i h i
h i i h i
h | h | i h i

Vegylik észre, hogy p | g itélet logikai értéke megegyezik a konjukcid tagadasanak
logikai értékével.

A ,,vagy’-ok hasznalata a tanulokban bizonytalansagot sziilhet, legalabbis addig, amig
nem ¢értik a haromféle ,,vagy” kozti kiilonbséget. Ezt kikiiszobdlendd szerencsés,
minden esetben a legalabb, legfeljebb, pontosan szavakkal is megerdsiteni azt, hogy

melyik miiveletre gondoltunk.

A kovetkezd feladat jo példa erre a megkiilonboztetésre:
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A 20-nal kisebb természetes szamok koziil valasszuk ki azokat, amelyek 2 és 3
kozil legalabb az egyikkel, pontosan az egyikkel, illetve legfeljebb az egyikkel

oszthatok. Ezaltal a halmazmiveletekkel valo kapcsolat is nyilvanvalova valik.

— Implikacio
Az implikacid két elemi itéletbdl, elotagbol és utétagbdl all. A p eldtag és g utodtag
implikacidjan azt az itéletet értjiik, amely pontosan akkor hamis, ha az elétag igaz, az
utotag hamis.
Kotoszavai: ha, ... akkor
Jele:p — ¢
Az eldtag a feltétel, az utotag a kovetkezmény.

Az implikacio miivelettablaja:

p q pP—q
[ [ [
i h h
h [ [
h h [

Megfelel6 példakkal megmutathatjuk, hogy a p — ¢ logikai értéke megegyezik
I(p A 7q) itélet logikai értékével.
(A Hajdu-féle kozépiskolai tankonyvcesaladban a példak széles tarhazat talaljuk

minden témakdrnél.)

— Ekvivalencia

Kotbszavai: akkor és csakis akkor; pontosan akkor, ha ... ekvivalens ... - vel.

A p és q itéletek ekvivalencidjan azt az itéletet értjiik, amely pontosan akkor igaz, ha a
két komponens logikai értéke megegyezik.
Jelolése:p—q; p=(

Az ekvivalencia miivelettablaja:
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Y q p<q

I

Példa erre, a 9-cel valod oszthatosag és a szamjegyek 0sszegének oszthatosaga. Mind az
implikacio, mind az ekvivalencia a tételek értelmezésében €s bizonyitasaban fontos
szerepet jatszik, ezért a targyalasukat hangstlyosan kell kezelniink.

A tanuldk jellemzd tipushibaja, hogy a feltételt gyakran keverik a kovetkezménnyel.
Ezt a hibat csak megfeleld példak és ellenpéldak sokasagaval kiiszobolhetjiik ki.

(A teételek szerkezetével, a feltételek sziikséges és elégséges voltaval, az ekvivalens

tételekkel az egyes anyagrészeknél kiilon foglalkozunk.)

6. Kvantorok
Univerzalis kvantor: minden, barmely stb.
Egzisztencialis kvantor: van olyan, 1étezik stb.
Mindkét kvantor nagyon gyakran el6fordul a matematikaban, és megfeleld példakkal
jol kiemelhet6 a Iényegiik.
P¢éldaul, ha felvesziink egy tetszdleges szamhalmazt, erre a kovetkezd itéleteket
mondhatjuk:
»Minden szdm paros.” Ha egyetlen olyan szamot is talalunk, ami nem paros, vagy nem
egész, akkor ez az itélet hamis, egyébként igaz.
»Van olyan szam, ami paros.” Ha legalabb egy ilyen szamot talalunk az itélet igaz, ha

nem, akkor hamis.

Jol fejleszthetd a tanulok gondolkodésa a kvantorok tagadasaval.

Példaul: Minden paralelogramma trapéz. (igaz)

Tagadasa: Nem igaz, hogy minden paralelogramma trapéz. (hamis)

Maés megfogalmazassal: Nem minden paralelogramma trapéz, vagy van olyan

paralelogramma, ami nem trapéz.

Tehat a minden tagadasa: nem igaz, hogy minden; nem minden; van olyan, ami nem.
Hasonlok mondhatdk el, a van olyan kvantorrol.
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A van olyan tagadasa: nem igaz, hogy van olyan, nincs olyan, mindegyik nem,
egyetlen sem, stb.
Természetesen ezeket a nehéz gondolati absztrakciokat is sok-sok konkrét példaval

kell érthetdvé tenni a tanuldk szamara.

Osszegezve: mind a halmazelmélet alapjai, mind a matematikai logika elemei
nélkiilozhetetlenek a matematika korrekt tanitdsahoz. Fontos, hogy az alapismereteket
ne definiciok forméjdban kozvetitsik a tanulok szdmara, hanem megfeleld

mintapéldak elemzésével fedeztessiik fel azokat.

Kulcsszavak
halmazelméleti alapfogalmak, axiomak
halmazmiiveletek
miiveleti tulajdonsagok
a matematikai logika alapfogalmai, axiomdja
logikai miiveletek
miiveleti tulajdonsagok
kapcsolatok a miiveletcsoportok kozott
kvantorok

tagadas

Kérdések, feladatok:
1) Gyljtson a Hajdu-féle altalanos iskolai és kozépiskolai tankonyvcsalad minden
témakorében olyan feladatokat, amelyekkel a halmazmiiveleteket be lehet mutatni!
2) Keressen kijelentéseket, itéleteket a Hajdu-féle tankonyvcesaladbol és végezze el veliik

a logikai miiveleteket!

Kotelez6 irodalom:

1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. féiskolai jegyzet
Bessenyei Kiad6 Nyiregyhaza, 2004

2. Dr. Hajdu Séandor szerkesztésében: Matematika 9-12. tankdnyvek
Miiszaki Konyvkiadd, Budapest, 2007-2010

3. Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 9-10. Gondolkodni jo!
Miiszaki Konyvkiadd, Budapest, 2009-2010
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I1. A szamfogalom felépitése

(A természetes szamoktol a komplex szamokig.)

A szam a legfontosabb fogalmaink egyike. Szamfogalom nélkiil nemcsak matematikai
tevékenység nem képzelhetd el, hanem tarsadalmi tevékenység sem. Ezen tul a szamfogalom
ismeretrendszerére felflizhetd az 6sszes matematikai témakor.

A szamfogalom eszkdzként szerepel az 0sszes tobbi fogalom tanulasaban, tanitasaban.
Ha ezekkel az ismeretekkel nem rendelkeznek megfeleld szinten tanuloink, akkor a

matematikatanitasunk teljesen eredménytelen lesz.

A szamfogalom ismeretrendszere tobbféleképpen is kialakithatd. Az egyik ilyen bevezetési
modd a Peano-féle axidmarendszer alapjan torténd felépités.
I. A 0 természetes szam.
[1. Minden n e N-re van n-re rakdvetkezé n’. (n” € N).
[1l. Nincs olyann € N, amelyre n’ = 0.
(A rakovetkez6 nem lehet kezddelem.)
IV. Han’=m’akkorn=m.
V. Ha a 0 természetes szadmnak (kezddelemnek) megvan egy T tulajdonsaga, ¢és
valahanyszor az n természetes szamnak megvan ez a T tulajdonsaga, mindannyiszor az

n’-nek is megvan a T tulajdonsaga, akkor minden természetes szamnak megvan a T

tulajdonsaga.

Ezzel az axidmarendszerrel nagyon koriilményes lenne az altaldnos iskolaban, annak is az
also tagozataban kialakitani a szdmfogalom ismeretrendszerét, mert tulsagosan elvont, nem

tudnank egyszerti, konkrét példakkal megmutatni a 1ényegét.

Az iskolai oktatasban a szamfogalom kialakitdsat a halmazelméleti alapokra vezetjiik
vissza. A halmazelmélet alapfogalmait, illetve axidmajat mar kordbban tisztaztuk. A
szamossag €s az ekvivalencia segitségével, pedig értelmezhetjiik a miiveleteket.
Természetesen a tanuloknak minden esetben konkrét példdkon mutatjuk be az itt felsorolt

miiveleteket, tulajdonsagokat.
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A szamfogalom kialakitdsat az altalanos iskola 1. osztalyaban kezdjik, de még az
érettségi utan sem fejezziik be. Ahogy boviil a tanulé matematikai ismerete, ugy mélyiil a

szamfogalommal kapcsolatos ismereteinek rendszere is.

A szamfogalom ismeretrendszere
1. A természetes szamok a véges halmazok szamossagai

A={ab,cd} | A | =4; ( | A |jelt')li az A halmaz szdmossagat.)

2. Miiveletek a természetes szamok halmazan. Két mivelet értelmezhet6: az 6sszeadas és a

szorZés.
1) a+b=|AUB| ha ANB=0
2) a-b=|AxB|
3) a°=|A®|; A#0; B+0; |A|#£0; |B|#0

4) Az iires-halmaz szamossaga 0. | @ | =0

3. Miiveleti tulajdonsagok
Mindezek szépen szemléltethetok konkrét szamhalmazokkal, akar mar 6-10 éves korban is.
Nem definicioként, hanem szintén konkrét példakkal mutatjuk meg a miveleti
tulajdonsagokat.

5 a+b=b+a; a-b=b-a kommutativitas

6) (a+b)+c=a+(b+c); (a-b)-c=a-(b-c) asszociativitas

7) (@+b)y-c=a-c+b-c disztributivitas

Az elnevezések megtanulasat sem kell erdltetniink kezdetben. Elég konkrét példakkal
megmutatni €s alkalmazni ezeket a miiveleti tulajdonsadgokat és a felsé tagozatban, illetve a

kozépiskolaban elég megadni a pontos definiciot.

4. Egységelem, zéruselem

Az egységelem és a zéruselem fogalma is szépen bevezethetd ezzel a felépitési moddal:

8) a+0=a A 0 az Osszeadésra nézve egységelem.
9) a-1=a Az 1 a szorzéasra nézve egységelem.
10)a-0=0 A 0 a szorzasra nézve zéruselem.
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A klasszikus a e = e>a =a , illetve az a ° z = z ° a = z definiciokat még a kdzépiskola
felsébb osztalyaiban sem értenék meg a tanulok. De példaul az:

5+0=5; 7-1=17; 2:-0=0
mar elsé osztalyban tanitanddé miiveletek pontosan kifejezik az egységelem és a zéruselem
lényegét. Ezeket a fogalmakat igy is tanithatjuk, még az elnevezések megtanitasatol is

eltekinthetink.

5. Hatvanyok
A hatvanyozasra vonatkozo Osszefliggések a szorzasra vezethetdk vissza:
11) a*-bp*=(@-b)* (k=|K]|;keN)
12) a*-b'=a* (I=]L];1eN)
13) @%'=a’"!
14) Definicié szerint: a®=1; 0™=0, haa#0; m#0
at=a; 1"=1

6. Miiveletek kozti osszefiiggések

A kovetkezd tételek, természetesen bizonyitas nélkiil, szintén konkrét szampéldakkal
mutathatok meg.

Nevezetesen: 5=5; ha 5+a=5+b, akkor a=b

(Itt a és b helyett tetszéleges természetes szamokat irhatunk be, aminek kovetkeztében vagy

igaz, vagy hamis kijelentést kapunk.

15) a+b=c+b & a=c

16) a-b=c-b < a=c; b#£0
17) a+b=0 < a=0aAb=0
18) a-b=0 < a=0vb=0
19) a<b & a+tcesb+tc
20) a<b & ac<sb-c

21) a<b A c<d = at+c<b+d
22) a<b A c<d = a-c<b-d

Hangsulyozzuk, hogy az eddig targyalt miiveletek, miiveleti tulajdonsagok és a miiveletekre

vonatkozo tételek a természetes szamok halmazara vonatkoznak.

Ez a halmazelméletre épiilé axiomatikus felépités lehetdévé teszi, hogy a mindennapok
matematikdjat, a gyakorlatban torténd alkalmazast is megtanitsuk a tanuloknak.
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Nézziik ezek tételes felsorolasat:

— elemi alapmiiveletek kiilonb6z6 szamkorokben (szorzotabla, bennfoglalé tabla),

— helyiérték-tablazat,

— alaki érték, helyi érték, valodi érték,

— szamegyenes,

— szobeli 6sszeadas, kivonas algoritmusa,

— firasbeli 0sszeadas, kivonds algoritmusa,

— Osszeg, kiilonbség valtozasai, természetes szamok szorzasa (egyjegytivel,
tobbjegytivel) irasban, kovetkeztetések egyrdl tobbre,

— aszorzat valtozasai,

— természetes szdmok osztasa (egyjegylivel, tobbjegylivel) irdsban, kovetkeztetések
tobbrol az egyre,

— a maradékos osztas,

— szorzas, osztas 10 hatvanyaival,

— kerekités, becslés.

Mindezen ismeretek — azon tal, hogy a gyakorlati alkalmazashoz nélkiilozhetetlenek — alapjal,

eszkozei a matematikai tevékenységnek, és ezekre €piil a tobbi fogalomrendszer.

Mar a természetes szamok tanitasa sordn radobbenthetjiik tanuldinkat arra, hogy
vannak olyan problémdk, amelyek megoldasahoz kevés a természetes szamok halmaza.
Eloszor csak kimondatlanul, de késobb — a kozépiskoldban — mar hangsulyozottan
alkalmazzuk a permanencia elvét.

Ez az elv nélkiilozhetetlen a szdmfogalom bdvitéséhez, mert a tanulok ismereteinek hidnya
miatt sok Ujonnan bevezetett ismeretet, tételt, nem tudunk igazolni az adott korosztalynal,

csak joval késdbb.

7. Az egész szamok

Az egész szamok azok a szdmok, amelyek felirhatok két természetes szadm
kiilonbségeként. Ennek a fogalomnak a bevezetését az teszi sziikségessé, hogy a kivonds
mivelete nem mivelet a természetes szamok halmazan, mert két természetes szam

kiilonbsége lehet nem természetes szam is.
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A kivonds az 6sszeadas inverz miivelete, ami nem idempotens, nem kommutativ, és nem

asszociativ. (Természetesen ezeket is konkrét példakon mutatjuk meg, és nem definicidval.)

Tisztazzuk az elnevezéseket is: kisebbitendd, kivonandd, kiilonbség.
lényegét.
Példéul:

-2=(0;2)=(1:;3)=(2;4=@:;5=...
Azaz a természetes szamok olyan rendezett elemparjai halmazanak reprezentansa a (— 2),
amelyekre igaz, hogy az els6 elem 2-vel kisebb a masodiknal.
Miutan ezt konkrét példakkal megmutattuk a tanuloknak, eldhozhatjuk a természetes
szamoknal tanult ismereteket, és megmutatjuk, hogy a permanencia-elv alapjan azok a
tulajdonsagok itt is érvényben maradnak. (Néhany eset kivételével. Példaul: hatvanyozasnal a

kitevo tovabbra is természetes szam, az egyenldtlenség iranya szorzasnal valtozhat, stb.)

8. Az ellentett fogalma (elem additiv inverze)

Az ellentett bevezetésénél a (— 1)-szeres helyett az additivitast hivjuk segitségiil,
hiszen ez fejezi ki az ellentett 1ényegét.
Az a természetes szam inverze a (—a), merta + (—a) = 0.
Ha az elemmel ¢és inverzével elvégezziik a kérdéses miiveletet, akkor a neutralis elemet
kapjuk.
Konkrét példakon: 7 ellentettje a (— 7), mert 7 + (- 7) =0, vagy

(—3) ellentettjea — (- 3) =+ 3, mert (—3) + (+ 3) = 0.

9. Abszolutérték

a,haa>0
|a|{
—a,haa<0

(A valds szamok bevezetésekor Gjabb értelmezéseket is mutatunk.)

Osszefiiggések: la+b|<|a|+|b]|; |a-b]|=]al |b]|
Mindkét 6sszefliggés — bizonyitas nélkiil is — kdnnyen kozel vihetd a tanulokhoz konkrét
szampéldakkal.
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10. Nagysagi relaciok

a,beZelemekreaza<b,a="b,a>bkdozil pontosan az egyik igaz.

Tovabba,ha a<b = a+c<b+c

a-c<b-c,hac>0

a-c>b-c,hac<0

a-c=b-c,hac=0
Az abszolutérték bevezetése utan mutathatjuk meg, hogy két negativ szam koziil az a
nagyobb, amelyiknek abszolutértéke kisebb. Ez szdmegyenesen szépen
reprezentalhato.
Figyeljilk meg, hogy amig a természetes szamokat absztrakcioval képeztiik, (véges
halmazok szamossaga), addig az egész szamokat konstrukcioval. (Ellentett-képzés,

inverz mivelet, abszolutérték.)

11. Euklideszi osztas az egészek gytiriijében

Legyenek a, b, g, r egész szamok, akkor az a felirhato a kovetkez6 alakban:
a=b-g+r,ahol b#0;0<r<|b]

Ez az euklideszi, vagy maradékos osztas, amit mar a természetes szamoknal konkrét
példakkal elokészitettiik. Ennek az ismeretnek a tanitdsa azért fontos, mert ebbdl
vezethetd le egy masik témakor: a szamelmélet, oszthatdosag fogalomrendszere. Ez
kiilon fejezet targyat képezi jegyzetiinkben.
Az egész szamok ismeretrendszerének ilyen felépitése utan johet a gyakorlati
alkalmazhatosag.
Osszeadas, kivonas, szorzas az egészek korében, miiveletek helyes sorrendje, miiveleti
tulajdonsagok, szamolasi praktikdk, egyenletek, egyenlotlenségek, egymiveletes —
tobbmiiveletes szoveges feladatok, eldjel, miveleti jel, algebrai kifejezések. Mint
ebbdl a felsorolasbol latszik, az egész szamoknak is megvan a maga

fogalomrendszere.

12. Racionalis szamok
Az eddig mondottakhoz hasonldan, itt sem definicidval kezdjik a fogalom
kialakitasat, hanem olyan mintapéldaval, amellyel megmutatjuk a tanuloknak, hogy
vannak olyan problémak, amelyek megolddsdhoz mar kevés az eddig ismert

szamhalmaz. Példaul sziikséges hozza az osztas miivelete. Viszont két egész szam
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hanyadosa mar nem mindig egész szam. Sziikséges ismét bdoviteni az altalunk ismert
halmazt ugy, hogy az osztas miivelete is elvégezhetd legyen benne.

A szamfogalom ilyen felépitésében szépen latszik a fokozatossdg, az
egymasraépitettség, azaz a rendszer.

Természetes szamok: Osszeadas, szorzas — egész szamok: Osszeadas, kivonas (inverz),
szorzés — racionalis szamok: 6sszeadas, kivonas, szorzas, osztas (mindkét miiveletnek

van inverze).

Két egész szam hadnyadosaként felirhatd szamokat nevezziik racionalis szamoknak, ha
a nevezd nem 0.
Az egészekhez hasonloan itt is megmutatjuk, hogy egy tort rendezett egész

szamparok halmazéanak a reprezentansa.
Példaul: % —(1:3)=(2:6)=(3:9)=(-1:-3)=(-5:-15)=. .

(Az egyenldségjellel az ekvivalenciat jeloljiik.)

Val6jaban elmondhatjuk, hogy minden olyan egész szamokbol 4all6 rendezett
elemparok az %-ot jelenitik meg, amelyeknek a 2. szdma haromszorosa az 1.

szamnak.

Ebbbl a megkdzelitésbdl az is kovetkezik, hogy a racionalis szamok halmaza — a
természetes ¢és az egész szamokhoz hasonloan — megszamlalhatéan végtelen
szamossagu, hiszen az ezekbdl képzett Descartes-szorzat szdmossagaval egyezik

meg.

13. 0 az osztasban
Két problémaval szembesiil a tanar €s a diak.
a) A 0 racionalis szam, ebb6] kovetkezden ugyanazokat a miiveleteket el lehetne
vele végezni, mint a tobbi egész szdmmal.
b) Ha 0-t lehet egy nem 0 szammal osztani, akkor 0-val miért nem lehet egy egész
szamot osztani.
Az absztrakt megkozelités, amely szerint az ax = b egyenlet megoldasat keressiik
(ahola, b €Z), még a jo képességii tanuldonak is nehéz. Helyette a konkrét példakon
val6 bemutatast javasoljuk.

0:5=0,mert 0-5=0 Ez belathato, igaz.
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5:0=k,mert k-0=5 Ez ellentmondas, mert ha egy szorzat valamelyik
tényezdje 0, akkor a szorzat is 0.
Tehat nincs olyan k egész szam, ami megfelel a
feltételnek.

0:0=k,mert 0=k-0 Ez szintén igaz, sot barmilyen k egész szamra
teljesiil. Tehat végtelen sok k egész szam
kielégiti a 0 - k = 0 egyenletet. Azaza 0: 0

hanyados nem lenne egyértelmiien meghatarozott.

Ilyen példak utan mar egyértelmiien kimondhatjuk, hogy a 0-val vald osztast nem

értelmezziik.

14. Reciprok (inverz elem)

A szorzas miivelete inverzének bevezetése utan alakithatjuk ki az inverz elem (a

szorzasra nézve) fogalmat.
Az a # 0 racionalis szam inverze a szorzasra nézve az a racionalis szam, amire
a-a’ =1 teljesiil.

Ez a definici6 azért is helytalld, mert kifejezi a reciprok fogalmanak Iényegét.
Ha egy racionalis szamot megszorzunk az inverzével (reciprokaval), akkor a
szorzas egységelemét (1-et) kapjuk eredményiil.

(A ,,forditott érték” elnevezés hasznalatat ezért sem javasoljuk.)

Meg kell mutatnunk, hogy nemcsak torteknek, és nemcsak pozitiv szamoknak van

reciproka.

Példaul: 6 reciproka %, mert 6 - % =1
. 1 1
— 3 reciproka (— 5), mert (— 3)( - 5) =1 stb.

Visszacsatolunk a 0-val vald osztas kizarasara is. 0-nak nincs reciproka, mert az o

hanyadost nem értelmezziik.
Az ellentett, az abszolutérték, a miiveleti tulajdonsagok targyalasanal is érvényesiil a

permanencia-elv. Az egészeknél tanult modon targyaljuk.
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15. Szamegyenes
Konkrét példakon keresztiil mutatjuk meg, hogy a raciondlis szdmok
tetszéleges striin helyezkednek el a szdmegyenesen. Ezt késdbb — a valds szamok
halmazanak tanitdsanal — kiegészitjikk azzal, hogy ennek ellenére nem toltik ki
folytonosan a szamegyenest.
Ennek bemutatasara legegyszeribb eljaras az, hogy barmely két racionalis szam kozott
van, az eloz6 kett6tdl kiilonbdzo, raciondlis szam. Ebbol az is adodik, hogy barmely

két racionalis szam kozott megszamlalhatéan végtelen sok raciondlis szdm van a

szamegyenesen.
Példaul: a<b és a,beQ

a+b o1 e L R e .
Ekkor a< <b teljesiil, tehat barmely két kiilonboz6 racionalis szam

kozott helyezkedik el a szamtani kozepiik, ami szintén racionalis szam.

16. Miiveletek
Két racionalis szam Osszege, kiilonbsége, szorzata, hanyadosa (az 0sztd6 nem 0)
szintén racionalis szam.
Konkrét példakon keresztiil szemléltetjiik ezeket a miiveleteket. (Hiszen az absztrakt
targyalasmod érthetetlen még egy kozépiskolas tanulonak is, rdadasul az algebrai

kifejezésekkel is tisztaban kell lenniiik.

E+£:ad+bc

b d bd
E_E_ad—bc

b d bd

a c_ac

b d b.-d
a.c_a d_ad
b d b ¢ c

17. Hatvanyok
A raciondlis szamok ismerete el6tt nem tudjuk a negativ egész kitevojl
hatvanyokat értelmezni.

Definici6 szerint (érvényes a permanencia-elv).
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a'”:(ijn:in ahola#0, neN
a a
Ezen értelmezés utan alkalmazzuk az egészeknél tanult hatvanyozasra vonatkozo
ismereteket.
A racionalis szdmok rendszerszerli felépitése utdn megmutatjuk, hogy a
kozoktatasban (5. osztalytol 12. osztalyig) hogyan tudjuk kialakitani a racionalis
szamok ismeretrendszerét:
— Tortek fogalma, kétféle értelmezése
(Az egység valamekkora része, a torzstortek (1 szamlaloja tortek) tobbszorose. )
— Tortek 6sszehasonlitasa
(Azonos nevezd, azonos szamlalo, mindkettd kiilonbozd, 1-nél nagyobb, 1-nél kisebb,
1-gyel egyenlo tortek, szamegyenes.)
— Egyszerisités, bovités
(Tortek 6sszehasonlitasa, 0sszeadas, kivonas; a hanyados valtozasai.)
— Tortek 6sszeadasa, kivonasa
(Azonos nevezojl, kiilonbdzé nevezoji.)
— Tortek ellentettje, abszolutértéke
— Tortek szorzasa, osztasa természetes szammal
(Visszavezetjiik az 0sszeadasra, a részekre osztas.)
— Szorzas, osztas torttel
(Tortrész, egész rész, kiszamitasa, szazadrész, szazalék.)
— Tortek tizedes tort alakja
(Tort, mint osztas, mint hanyados, mint arany, mint racionalis szam, aranyos 0sztas.)
— Tizedestortek egyszerlsitése, bovitése
— Tizedestortek ellentettje
— Tizedestortek szorzasa, osztasa 10 hatvanyaival
— Miveletek tizedestortekkel
— Véges, végtelen szakaszos tizedestortek

— Racionalis szamok ismeretrendszere

A Hajdu-féle altalanos iskolai és kozépiskolai tankdnyvekben szépen nyomon kovethetd a

racionalis szdmok felépitésének ez a rendszere.

, 31
TAMOP Eger
Dr. Czeglédy Istvan: Rendszerszemlélet a matematika tanitasaban, 2010



18. Valés szamok

A szamfogalom fejlesztésénél ismét eljutottunk egy olyan problémahoz,
amikor az ismert szamhalmaz mar kevés a megoldashoz. Béviteniink kell a racionalis
szamok halmazat ugy, hogy fontos matematikai problémak megoldhatok legyenek.
(Masodfoku egyenletek, exponencidlis egyenletek, logaritmikus egyenletek,
szamolasi eljarasok stb.)
A racionalis szamok halmazat béviteniink kell az irraciondlis szamok halmazaval. gy
kapjuk a valds szamok halmazat. (A racionalis €s az irracionalis szamok halmazanak

unidja.)

Azokat a valds szamokat nevezziik irracionalis szamoknak, amelyek nem irhatok fel

két egész szam hanyadosaként. Az irraciondlis szamok klasszikus bevezetése a V2
irracionalitasinak megmutatasaval torténik. Ehhez sziikséges, hogy az indirekt

bizonyitas elvét megtanitsuk a tanuloknak.

19. A racionalis kitevdji hatvanyok
A permanencia-elvet kovetve altalanositjuk a hatvany fogalmat. A gyokvonas

¢s a hatvanyozas kozotti 6sszefliggést felhasznalva tehetjiik ezt meg.

P
A a-val inditunk, €s innen jutunk el az 2/a -n keresztill az a® = Ya® = Ya'
Osszefliiggésekig.

(A Hajdu-féle kozépiskolai tankonyvesaladban jol nyomon kovethetd a

hatvanyfogalom kiterjesztése.)

Megmutatjuk, hogy hogyan ¢épithetd fel a gyokvonds a hatvanyozas
fogalomrendszerének segitségével.
Definici6: Egy nemnegativ valos szdm négyzetgyoke az a nemnegativ valos szam,

amelynek a négyzete a.
(Va)’=a, a>0
Vizsgéljuk meg, hogy milyen hatvannyal egyenértékii a négyzetgyok.
Ja =a* ; X=7?
(Va)’=a'=(@@")’

1 _ A2x

a =a
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Ha a>0¢ésa#1, akkor

1=2x
1

X==
2

Ez egyben azt jelenti, hogy egy nemnegativ valdés szadm négyzetgyoke egyenld

a szam %-ik hatvanyaval

N

Ja=a

Ugyanezt megtehetjiik az n-edik gyoknél is.

a>0

(Va)"=(@)" a>0;: a#l
a1:anx
1
X==
n

1

Ebbdl adodik, hogy Va =a" .
(Aza=0és a=1 esetén is teljesiilnek az el6zéekben levezetett eredmények.)

Ezen bevezetés utan minden gyokokre vonatkozd azonossag, Osszefliggés

visszavezethetd a hatvanyozas azonossagaira. Ervényesiil a permanencia-elv.

20. A valds szamok szamossaga
A valos szamok halmazanak szamossaga nem megszamlalhatoan végtelen.
Ezt mindenképpen meg kell mutatnunk, és raadasul nagyon szemléletes a bizonyitéasa.
A ] 01 [ nyilt intervallumnak a szdmegyenesen éppen annyi pontja van, mint az egész
szamegyenesnek.
Visszacsatolunk a raciondlis szamok szamegyenesen valdo abrazolasédhoz.

Megmutatjuk, hogy barmely két racionalis szam kozott megszamlalhatatlanul

végtelen sok irraciondlis szadm taldlhaté a szdmegyenesen.

Ezekre az ismeretekre fluzhetjiik fel a masodfoki egyenletek, egyenletrendszerek,
egyenldtlenségek, egyenldtlenségrendszerek, az exponencialis €és a logaritmikus
kifejezések értelmezését, illetve az ilyen egyenletek, egyenldtlenségek megoldasat is.
A tanulok nehezen fogadjdk el azt a tényt, hogy a gyokok értelmezésénél, a

gyokokkel valo szamolasnal a gydk alatti mennyiségre (a hatvanyalapra) feltételeket

kell megfogalmaznunk.
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Ennek sziikségességére bemutatunk egy példat:

—2=\/—_8:(—8)§ =(-8)¢ =¢/(-8) =464 =2

Amennyiben a gyok alatti mennyiségre nem szabunk meg feltételeket, akkor nem is

2
6

mondhatjuk ki példaul azt, hogy a hatvanyozds és a gydkvonds miiveletei
felcserélhetdk, vagy a hatvanykitevo tetszélegesen bovithetd.
Az ilyen meghokkentd példdkon keresztiill tudjuk tanitvanyainkat pontossagra

nevelni.

21. Komplex szamok

A komplex szamok fogalmat nem tanitjuk a kozépiskolaban, de mégis célszerti
né¢hany ismérvet megemliteni rola. (Ennek a jegyzetnek nem képezi targyat a
komplex szamok fogalomrendszerének felépitése.)
Egészen addig nem érti a tanuld, hogy miért mondjuk, hogy a ,,masodfoki
egyenletnek nincs megolddsa a valds szamok korében”, amig masfajta szdmot nem
ismer, vagy nem szerez vele kapcsolatos ismereteket.
Valojaban nem a masodfoku egyenlet kapcsan konstrualtak a komplex szamokat, de
mi kézépiskolaban ennek segitségével mutatjuk be.
Ennek az az egyszerli magyarazata, hogy a masodfoku egyenletek megoldasa soran
gyakran taldlkoznak a tanulok olyan masodfokil egyenlettel, amelynek a

diszkrimindnsa negativ.

Példaul a +/—25-tel nem tudunk mit kezdeni. Ekkor hivjuk segitségiil ismét a
szamkorbdvitést tigy, hogy a permanencia-elv itt is érvényesiiljon.

V=25 = J(-1)-25 = \J(-1) - /25 =5 /-1 =5i

A -1 =1 értelmezést, jelolést bevezetve kaphatjuk a komplex szamokat. Ennek

alapjan mar értelmet nyer a /— 25 is.
Ebbdl altalanositassal nyerhetjiik a komplex szdmok altalanos algebrai alakjat:

z=a+ bi

Kifejezetten kiegészité anyagként megmutatjuk, hogy minden valdés szam egyben

komplex szam is.
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Példaul: 2 =2 +0i

Kapcsolatba hozzuk a sikbeli vektorokkal, illetve azoknak koordinatarendszerben
torténd abrazolasaval, abszolutértékével, a miiveletekkel és azok tulajdonsagaival. A
trigonometrikus felirastol, illetve az ezzel végzett miiveletekt6l mar eltekintiink. Ez az
érintdleges feldolgozas is elég ahhoz, hogy a valés szamok fogalmat jobban

megértsék a tanulok — éppen a komplex szamok tulajdonsagainak bemutatasaval.

A szamfogalom ily mddon torténd felépitése lehetdvé teszi, mint korabban mondtuk, hogy a
matematika legtobb témakorét felflizziik erre a rendszerre, €s az egymasra-épitettség,

fokozatossag elveit betartva érthetdbbé, jobban felfoghatova tegyiik a matematikat.

Kulcsszavak
természetes szamok
egész szamok
racionalis szamok
valos szamok
miiveletek, miiveleti tulajdonsagok
egysegelem, zéruselem, inverzelem
axiomarendszer

permanencia-elv

Kérdések, feladatok:
1) A halmazelméleti axiomakra épitve alakitsa ki az egész szamok fogalmat!
2) Ismertesse a hatvanyfogalom kialakitasanak modjat a pozitiv egész kitevoju

hatvanyoktol a valds kitevdjii hatvanyig!

Kotelez6 irodalom:

1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. féiskolai jegyzet
Bessenyei Kiado Nyiregyhaza, 2004

2. Dr. Hajdu Séandor szerkesztésében: Matematika 9-12. tankdnyvek
Miiszaki Konyvkiadd, Budapest, 2007-2010

3. Dr. Szendrei Janos: Algebra és szamelmélet

Tankonyvkiadd, Budapest, 1974
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II1. Szamelmélet, oszthatosag, szamrendszerek

A szamelmélet a matematika egyik legrégebbi aga. Mar az 6kori matematikusok is
komoly szamelméleti problémékat oldottak meg. Példdul Eratoszthenész a ,szitdjaval”’ a
primszamok kivalasztasara adott modellt. A szamelmélet mar kezdetekt6l a matematika
,hz0” agazata lett, amely a tobbi teriilet fejlesztését, fejlodését is nagyban befolyasolta.
Valojaban azért lett népszerii és fontos a matematikai kutatdsokban, mert viszonylag kevés
matematikai eléismeretet feltételez, modszerei egyszerliek, érthetéek, targya kozismert,
kézzelfoghato.

Erdés Pal — a matematika utazd magyar nagykdvete — egy eldaddsaban a kovetkezdket
mondta:

»A szamelmélet azért is érdekes fejezete a matematikanak, mert olyan problémakat

fogalmaz meg, amit egy csecsemd is képes megérteni, de még a legnagyobb

matematikus sem tud megoldani.”
Némi tulzas van ebben a kijelentésben, de ha belegondolunk abba, hogy a szdmfogalom
kialakitasa kezdetén — also tagozatban — mar maradékosztalyokrol, oszthatdsagi szabalyokrol
beszéliink és egyszerti tételeket is kimondunk, illetve ezeket konkrét példdkon igazoljuk,
akkor lathat6, hogy sok igazsag van Erdds Pal megallapitasdban.

Talan ezért is kap nagy szerepet a szamelmélet, oszthatdsag tanitasa a kozoktatasban,
mert viszonylag hamar bevezethetok a fogalmak, ismeretek, jol hasznosithatok egyéb

témakorok tanitasanal és oridsi a gondolkodasfejleszto szerepe.

A tobbi fejezethez hasonloan felvazoljuk a szamelmélet fogalomrendszerét,
megmutatjuk az egymasra-épitettséget, a fokozatossagot, felhivjuk a figyelmet a
hibalehet6ségekre, és példat adunk néhany didaktikai eljarasra.

Rogton az elején kijelentjiik, hogy ennél a témakdrnél is érvényesiil a ,,spiralitds” elve.
A matematikat nem lehet lineéris felépitéssel tanitani. Az alsé tagozatra jellemzd az erdsen
szemlélethez, targyi tevékenységhez kotott elokészités, a felsd tagozatra a konkrét szdmokkal
bizonyithato osszefliggések targyalasa, mig a kozépiskolara, amikor mar a bizonyitasok fajtait
és végrehajtasat is ismerik a tanuldk, a tételek altalanositasa és egzakt bizonyitdsa. Tehat
ugyanazt a témakort mas-mas korosztilynal, mas-mds szinten ismét targyaljuk, annak

fiiggvényében, hogy a tanul6ink matematikai ismeretei milyen fejlettséget mutatnak.
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Példaul: a primszdmokat, a legnagyobb koz0s osztokat, az osztdsi maradékokat stb.
mindharom korabban emlitett korosztalyndl tanitjuk, természetesen az adott korosztaly

képzettségének megfeleld szinten.

A szamelmélet fogalomrendszere
A fogalomrendszert — a kozoktatas kovetelményeihez igazodva — a természetes
szamokra ¢épitjiik fel. Némi modositassal természetesen az egész szamokra is alkalmazhatjuk

ezeket az ismereteket.

1. Euklideszi osztas
A szamfogalom kialakitdsanal — az egész szdmok gylirlije — taldlkoztak el6szor egzakt

formaban az euklideszi (vagy maradékos) osztassal a tanulok. (Alsé tagozatban korabban mar
hallottak a maradékos osztasroél a természetes szdmoknal.)

Az 0s7t0, tobbsz01ds fogalmat ebbdl vezetjiik le.

Barmely a, b € N, b # 0 természetes szamra igaz, hogy

a=b-k+r
ahol 0<r<b és k,re N

Ezeket konkrét, megfeleld példakkal be is mutatjuk a tanuloknak.

2. Oszto, tobbszoros
Ha az a=b-k+r-ben az r=0, akkor
a=b-k
A b osztdja a-nak (b | a), ha létezik olyan k € N, hogy a=5 - k.
Ekkor a tobbszordse b-nek.
(Ez jol elékésziti — és pontosan kifejezi — azt az értelmezést, hogy az a = b - x egyenletnek

keressiik a természetes szam megoldasat, a, b, x € N)

3. Az 0szt6, a tobbszoros, mint relacio

A természetes szamok halmazan képzett Descartes-szorzatnak nem iires részhalmaza
az osztoja relacié. Azaz a természetes szamok rendezett szamparjainak halmazabol
valasztjuk ki azokat a szamparokat, amelyekre igaz, hogy az elsé szam tobbszordse a masik
szamnak.
Tulajdonségai:

reflexiv, mivel a | a ; azaz minden természetes szam osztdja dnmaganak;
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antiszimmetrikus, merthaa|b és b|a, akkor a=b;

tranzitiv, mert haa|b és b|c = alc

Természetesen ezeket a tulajdonsagokat konkrét példakon keresztill mutatjuk meg a
tanuloknak, mint ahogy azt is, hogy a tobbszorose relaciéra ugyanezek a tulajdonsagok
érvényesek. Ennek a megmutatasa azért fontos, hogy lassa a tanuld a matematika kiillonb6z6
témakorei kozotti szoros Osszefliggést. (Ez is a matematika rendszerszemléletét hivatott

erdsiteni.)

A korabbi fejezet, illetve az eddig mondottak egy értelmezésbeli zavart okozhatnak a
tanuloinknak. Egyrészt az osztd értelmezése szerint — az osztds milveletére visszavezetve — a

0-nak minden természetes szam oszt6ja, de a 0 csak a 0-nak osztoja.

Példéul:
5 | 0, mert Iétezik olyan természetes szam, hogy 5 - k=0 (k=0)
0 | 0, mert 1étezik olyan k természetes szam, hogy k - 0 =0 . (Végtelen sok ilyen szam van.)

0 | 5 nem teljesiil, mert nincs olyan k természetes szam, hogy k - 0 = 5 teljesiiljon.

Masrészt az osztds (mint miivelet) esetén: a 0-val vald osztast nem értelmezziik.
5 : 0 = k; nem értelmezhetd, mert nem talalunk olyan k-t, hogy k - 0 = 5.
(Visszavezettiik az osztas inverz muveletére, a szorzasra a problémat.)
0 : 5 = k; értelmezhetd, mert k - 5 =0 teljesiil, hak =0 .
(Nem keverend6 a 0-val vald osztas a 0-at nem 0-val valo osztassal.)

0 : 0 = k; nem egyértelmii, mert végtelen sok olyan k értéket kapunk, amire k - 0 = 0 teljesiil.

A probléma ugy tisztazhaté, ha megfelelé mintapéldakkal megmutatjuk az osztéja
relaciot, és az osztas, mint miivelet kozti kiilonbséget. (Ennek apropdjan példaul: az osztas
nem idempotens, nem kommutativ, €s nem asszociativ miivelet.

Konkrét példan: 5:5#5; 10:5#5:10; (12:6):2#12 :(6:2).

Viszont az osztoja relacio reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv.)

Tehat itt is hangsulyozzuk, hogy a relaciondl a tulajdonsagok: reflexivitds, szimmetria és

tranzitivitas, mig a miiveleteknél: idempotencia, szimmetria, asszociativitas.)
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4. Maradékosztalyok
Mar als6 tagozatban megmutathatjuk, hogy a természetes szam milyen maradékot

adhat egy masik természetes szammal vald osztds soran. Késdbb — az algebrai kifejezések
tanitasakor — altalanosan is felirhatjuk ezeket az 6sszefliggéseket.
Példaul:

2-vel osztva: 2k; 2k +1; vagy 2l; 2l-1; (paros szam, paratlan szam)

3-mal osztva: 3k ; 3k+1; 3k+2;

Mas felirassal: 31; 31-1; 31 -2 ; (harommal osztva milyen maradékot kaphatunk)

Szerencsés megmutatni azt is, hogy azok a szamok irhatok fel 3k + 1 alakban, amelyek 31 — 2
alakuak, illetve 3k + 2 alakban, amelyek 3l — 1 alaktak. (Elképzelhetd, hogy a 31 — 2 mar nem
természetes szam, mig a 3k + 1 igen. Ezért mindig azt az alakot hasznaljuk, ami a feladat

megoldasanal célszeri. (k =1—1)

Hasonl6an kell megmutatni a tobbi osztoval kapcsolatos maradékos irasmédot is. igy
tudjuk megalapozni a joval késébb tanitand6 kongruencidkat is.
Itt tisztazhatjuk azt is, hogy a 0 paros, vagy pdaratlan szam. (Elvileg ennek nem szabadna
problémanak lenni, de sok tanulé hozza ezt a bizonytalansagot, vagy téves értelmezést az alséd
tagozatbol.)
Tisztazzuk: minden 2 - K alak(i szam paros szam, ahol k € N. (Mivel 0 =2 - 0, igy a 0 paros

szam.)

5. Osszeg és szorzat oszthatésagara vonatkozo tétel

Az oszthatosagi szabalyok igazolasahoz sziikségesek ezek a tételek.

Tétel: Ha egy 0sszeg minden tagja oszthat6 egy szammal, akkor az 6sszeg is oszthatd
ezzel a szammal.
Bizonyitas: Had|a, akkor a=d-k;
ha d|b, akkor b=d-I
Osszeadva a két egyenletet: a + b =d(k + I), ami éppen azt jelenti, hogy

d osztdja (a + b)-nek is.

Tétel: Ha egy szorzat valamelyik tényezdje oszthatd egy szdmmal, akkor a szorzat is

oszthato ezzel a szammal.
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Bizonyitas: Ha d | a, vagyd | b (diszjunkcid), akkor a=d-k,vagy b=d-|
Osszeszorozva a két egyenletet: a-b=d-k-b vagy a-b=d-l-a

Ez éppen azt jelenti, hogy az a - b -nek osztéjaad .

Mindkét tételnél ellenpéldakkal kell megmutatnunk, hogy a tételek megforditdsa nem igaz.
Példaul az 5 + 3 (= 8) 0sszeg oszthato 4-gyel, de a tagok nem oszthatok vele.

2 - 9 (= 18) szorzat oszthato 6-tal, de sem a 2, sem a 9 nem oszthat6 6-tal.

6. Oszthatosagi szabalyok a 10-es szaimrendszerben

Ezek targyaldsat mar alsé tagozatban megkezdjiik és konkrét szdmok esetében felsd
tagozatban korrekt bizonyitast adunk az egyes tételekre, amelyek konnyen altalanosithatok.
Az egyes oszthatdsagi szabalyokndl mindig a rendszert kell bemutatnunk és nem kiilon-kiilon

onallo egységként tanitanunk az egyes oszthatsagi szabalyokat, bizonyitasokkal egyiitt.

A rendszerszemléletet tiikkrozi a kdvetkezo felsorolas:
1) 10-zel, illetve 10 osztdival valod oszthatosag,
2) 100-zal, illetve 100 osztdival valo oszthatdsag,
(Tehat a 10 négyzetével, illetve annak osztoival.)
3) 1000-rel, illetve 1000 osztdival vald oszthatdsag.
(Tehat 10%-nal, illetve annak osztoival.)

Es igy tovabb 10 000-rel, 100 000-rel stb.

Ezeket a tételeket tigy lehet kozos ismeretrendszerbe rendezni, hogy feltessziik a kérdést: Mit
mutat meg a szam utolsé jegye, utolso 2 jegye, utolsé 3 jegye stb.?
Ebbol a tételcsoportbdl egyet kivalasztunk, ennek az egzakt bizonyitasat altalanosan

megadjuk. A tobbi ennek mintédjara targyalhato.

Tétel: Egy tizes szamrendszerben felirt szam pontosan akkor oszthatd 100-zal, illetve
100 osztdival, ha az utols6 két szamjegyébdl allé szam oszthato 100-zal, illetve

100 osztdival.

(Két dologra rogton felhivjuk a tanulok figyelmét. A tétel megfordithato — ezt fejezi ki a
pontosan akkor, ha — illetve nem csak a ,hagyomanyos” 4-gyel, 25-tel, 100-zal valo

oszthatdsagra vonatkozik, hanem a 20-szal, vagy az 50-nel val6 oszthatosagra is.)
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Bizonyitas:

[rjuk fel a vizsgalando természetes szam altalanos alakjat (kanonikus alak):

A=a, 10" +an - 10" +any - 10™2+ ... +az- 10°+ay- 10°+a; - 10* + ag

aholaj,neN é a<9.

(Amennyiben ez a feliras gondot okoz a tanuloknak — éppen az altalanossag miatt — , akkor

tobb konkrét természetes szam kanonikus alakjat irassuk fel veliik bevezetésként.)

Vegyiik észre, hogy az utolsé két jegy eldtt mindegyik tag oszthatd 102-nel, mert 10
tényezOként van jelen minden tagban. Ha ezek a tagok oszthatdk 102-nel, akkor oszthatok
ezek osztoival is, illetve ezen tagok Gsszege is oszthatd 10%-nel, illetve ennek osztéival.
Ebbdl viszont egyértelmiien kovetkezik, hogy ha az utolsd két szamjegybol allo szdm
oszthatd 100-zal, illetve annak osztoival, akkor az A természetes szam is, ha nem, akkor A

sem.

Es megforditva: ha A oszthato 100-zal, illetve 100 osztdival, akkor az utols6 két
szamjegybodl 4llé szam oszthatd 100-zal, illetve annak osztdival.

(Természetesen megfeleld példdk utan a tanuldo maga felfedezi azt a kézzelfoghato tényt,
hogy a szdzzal valo oszthatosagnak sziikséges €s elégséges feltétele az, hogy a szam két

utolso jegye 0 legyen.)

A Dbizonyitasbol az is kideriil, hogy az 0Osszegre és a szorzatra vonatkozd tételek
nélkiilozhetetlenek a bizonyitashoz.
A jobb képességii tanulok hamar rajonnek arra, hogy ilyen oszthatosagi szabaly barmilyen

10"-re kimondhaté és igazolhato.

Oszthatosagi szabdlyok 10-es szamrendszerben 9-cel, 3-mal
Ez az oszthat6saggal kapcsolatos rendszereknek egy masik polusa: 10-nél (az alapszamnal)

1-gyel kisebb szammal (9-cel), illetve ennek osztdjaval (3-mal) vald oszthatosag.

Tétel: Egy tizes szamrendszerben felirt szam akkor és csakis akkor oszthatd 9-cel,
illetve 9 osztdjaval (3-mal), ha a szamjegyek Osszege oszthato 9-cel, illetve
9 osztdjaval (3-mal).
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(A bizonyitas 1épéseit konkrét példakon keresztiil szépen lehet szemléltetni. Mi egy
olyan altalanos bizonyitast adunk, amelyet a nem tizes alapt szamrendszerek esetén is

alkalmazhatunk.)

Bizonyitas:

A=an- 10" +an - 10"+ .. +a- 10P +a,- 10"+ &
Adjuk hozz4 A-hoz a kovetkez6 Osszeget:

ahtapg ... tTaxtas—ahn—an1— ... ——a
Ezaltal az A értéke nem valtozott. Rendezés és kiemelés utan:

A=a,(10"—1) +an (10" = 1) + ... +a, (10°—1) + a; (10' - 1) +

+an+t a1t ... tarta

Mivel (10" - 1); (10? — 1); (10® — 1) stb. mindegyike oszthato6 9-cel, igy ezen

tényezOket tartalmazo tagok is, ebbdl adoddan ezek Gsszege is.

Kovetkezésképpen: A pontosan akkor oszthatdo 9-cel (és ennek folyomanyaként 3-
mal), ha az a, + an1 + ... + a1 + ap Osszeg is oszthatd 9-cel (3-mal). Ez az Gsszeg
pedig éppen az A szamjegyek Osszege.

Tovabbi érdekes oszthatosagi szabalyokat is megmutathatunk a tanuldinknak. Ilyenek
példaul a 7-tel, a 11-gyel és a 13-mal vald oszthatosag szabalya. Ezaltal mintegy
érzékeltetni tudjuk, hogy barmely szamra konstrualhatunk oszthatosagi szabalyt,
viszont ezek nem teszik sokkal egyszeriibbé a szamoldsunkat, igy csak érdekességként

javasoljuk ezek megmutatasat.

7. Primszamok, osszetett szamok, ikerprimek
A definialason tul azért érdemes kiemelten kezelni ezeket a fogalmakat, mert
sok olyan tételt tudunk ezaltal targyalni, amelyek egyrészt érdekesek, motivald
hatastiak, masrészt a matematika egyéb témakdreinek tanitdsakor jol hasznosithatok.
Azt is el kell mondanunk, hogy az 1 nem primszam, tovabba a 0 nem Osszetett szam,

hidba van végtelen sok osztoja.

Itt pontosithatjuk a trivialis és a valédi oszté fogalmat is.
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A ,Végtelen sok primszdm van” tétel bizonyitdsa pedig az indirekt bizonyitas
elmélyitését segiti eld.

Az ikerprimek olyan primszamok, amelyek kiilonbsége 2.

8. Primtényezés felbontas
Tobbféle eljarast is megmutatunk, ¢s mindegyikkel elokészitjiik a szdmelmélet
alaptételét. A primtényezds felbontdssal tudjuk a legnagyobb kozds osztd és a
legkisebb ko6z6s tobbszoros fogalmat bevezetni, tovabba a meghatarozasukra a

szabalyt megfogalmazni.

9. A szamelmélet alaptétele
Fontos tétel, mintegy szintetizalja az eddigi szamelméleti ismereteket. Az egzakt
bizonyitastol még kozépiskoldban is eltekintiink, mert a hozzd sziikséges
ismeretanyag meghaladja az e korosztalytol elvarhato ismereteket. Csak konkrét

Osszetett szamok primtényezds felbontasaval érzékeltetjiik a bizonyitas 1ényegét.

Tétel: Minden Osszetett szam felbonthatd primszamok szorzatéra, €és ez a felbontas a

tényezok sorrendjétdl eltekintve egyértelmil.

10. Az dsszes osztok szama
Egy szam 0sszes osztoinak szamat tobbféleképpen is meghatarozhatjuk.
Mar altalanos iskoldban alkalmazhatjuk az igynevezett osztéparos megoldéast. Ennek
a modszernek a Iényege, hogy kéttényezds szorzat formajaban irjuk fel a szamot.
Példaul: 60=1-60=2-30=3-20=4-15=5-12=6-10
64=1-64=2-32=4-16=8-8
Az ilyen felbontasokbol tobb tapasztalat is leszlirhetd:

1) A két trivialis oszto (1 és 60) is szerepel az osztoparok kozott.

2) Altaldban paros szamu osztdja van egy természetes szamnak, kivéve, ha a
szam négyzetszam. A négyzetszamoknak paratlan szamu osztdjuk van.

3) Elég a szam négyzetgyokéig keresni az osztokat. Utana ugyanazok a
szamok szerepelnek az osztoparokban, csak forditott sorrendben. A
négyzetszamoknal azonos tényezdk vannak az utols6 parban.

4) Az 6sszes oszté megkeresése jol megalapozza a legnagyobb kozos 0szto €s

a legkisebb kozos tobbszords fogalmat.
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A masik médszer a primtényezds felbontédssal vald6 meghatarozas.

Példaul: 60=2°-3-5; 64 =2°

Itt a kombinatorikus gondolkodas keriil el6térbe. Azt kell megvizsgalnunk, hogy hany
egytényezos, kéttényezds, haromtényezds stb. szorzat képezhetd a primhatvanyokbol.
Gyakori hiba, hogy a tanulok az 1-et, illetve magat a szamot kihagyjak az osztok
koziil.

Ez utobbi eljarasbol vezethetjiik le az Osszes osztok szamanak maghatarozasara
vonatkozd Osszefliggést. (Természetesen sok konkrét példaval mutatjuk meg a

szabalyt.)

Tétel:
Az A=pi"- pp ™ p3™ ... Pk Osszes osztoinak szama:

NA) =+ 1) (na+1)-(3+1) .- (mc+ 1)

Bizonyitas helyett inkabb azt célszerli megmutatni a tanuloknak, hogy hogyan kaptuk

ezt az Osszefliggeést.

p* :2 (=1+1) osztbja van 1;p)

p? :3 (=2 +1) osztdja van (1:p:p?)

p* g :6(=Q2+1)-(1+ 1) osztéjavan (1;p;p°;q,pq:p>q)

PP B+ -2+ =120sztéjavan (1;p;p*;p°;q;, pq, p>q;

R R R
Innen altalanositunk:

p“-q" i (k+1)-(I+1) az osztdk szama.

11. Tokéletes, bovelkedd, sziikolkodo, baratsagos szamok
Nem kozépiskolai tananyag. Az Osszes 0sztd Osszegérdl mond ki altalanositasokat.
Motivalé hatdsa miatt érdemes a tanulokkal ©6nalld6 munkidban — kiseldadasok
formajaban — feldolgoztatni.
a) Ha egy természetes szam Osszes pozitiv osztdjanak Osszege egyenld a szam
kétszeresével, akkor tokéletes szamrol beszéliink. (Példaul: 6)
b) Ha ez az Osszeg nagyobb, mint a szam kétszerese, akkor bévelkedé a szam.
(Példaul: 24)
C) Ha ez az Osszeg kisebb, mint a szam kétszerese, akkor sziikolkodé a szam.
(Példéul: 10)
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d) Ha két természetes szam esetén az egyik Osszes pozitiv osztojanak Osszege
egyenld a masik szdmmal és viszont, akkor ezeket a szdmokat baratsagos

szamoknak nevezziik. (Példaul: 1184, 1210)

A tananyag 6nalld feldolgozasa sordan a tanuld jatszva, motivalva gyakorolja az
osztast, a primtényez0s felbontast, fejlodik a kombinatorikus gondolkodasa stb., azaz

mélyebb szdmelméleti problémak megoldéasara lesz képes.

12. Legnagyobb kozos oszto, legkisebb kozos tobbszoros
Mind az Osszes osztd megkeresése, mind a primtényezds felbontds alkalmas arra,
hogy ezt a két fogalmat kialakitsuk. Az osztd és a tObbszords definiciojat hivjuk
segitségil.
Két vagy tobb szam legnagyobb koz0s osztdjan azt a szamot értjiik, amelyik
minden k&zds osztonak tobbszorose.
Két vagy tobb szam legkisebb k6zos tobbszordse az a szam, amelyik minden
kozbs tobbszordsnek osztoja.
Egy Aaltalanos iskolai tanulonak elég nehezen érthetdek ezek a definicidk, igy
szamukra megfeleld konkrét példakkal kell elokésziteni ezt a fogalmat.
Amikor a fogalom kialakitasan — a fogalmi jegyek rogzitésén — tilvagyunk, hozhatjuk
eld ezen fogalmak meghatarozasi modjait — a primhatvanyok felhasznalasaval.
Ezutén alakitjuk ki a relativ primek fogalmat. Fontos tisztdzni, hogy a relativ primek
nem feltétlen primek. Két 6sszetett szam is lehet relativ prim, ha a legnagyobb k6z6s

osztojuk 1. Természetesen, két kiilonb6z6 primszam relativ prim is egyben.

A legnagyobb kozOs osztdé masik meghatarozasi modjat — az euklideszi-

algoritmust — csak kdzépiskolaban tanitjuk, és ott is kiegészit6é anyagként

A legnagyobb kozds 0sztd és a legkisebb kozos tobbszords kozti 6sszefliggést viszont
mar altalanos iskolaban is bemutatjuk — konkrét példakkal.
(a;b)-[a;b]=a-b

Ugyeljiink arra, hogy a 0-nak ne képezziik egyetlen természetes szdmmal sem a

legnagyobb kdzds osztojat, illetve a legkisebb kdzos tobbszorosét.
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13. A legnagyobb kozos oszto és a legkisebb kozos tobbszoros képzés, mint miivelet
Mindkét esetben két (vagy tobb) pozitiv természetes szamhoz egy pozitiv természetes

szamot rendelek. (A természetes szamok halmazan értelmezett miiveletek.)

Tulajdonségai:
1) (a;a)=a [a;a]=a idempotens
2) (a;b)y=(b;a) [a;b]=[b;a] kommutativ

3) ((@;b);c)=(a;(b;c) [[a;bl;c]=[a;[b;c]] asszociativ
4) (a;1)=1, azl zéruselem a legnagyobb k6zds 0sztd képzésre

5) [a;1l]=a, azl neutralis elem a legkisebb k6zos tobbszords képzésre.

Ezzel a feldolgozassal meg tudjuk valdsitani a belsé koncentraciot, azaz kapcsolatot
tudunk létesiteni a miiveletekkel. Nyilvan csak kiegészitd anyagként, és csak a jo

képességli tanuloknak ajanljuk a tanitasat.

14. Diofantoszi egyenletek
Az ilyen egyenletek értelmezésébdl latszik, hogy ez is szorosan kapcsolodik a
szamelmélethez.
a) Az ax = b egyenletet, ahol a, b, x € Z egyismeretlenes elséfoku diofantoszi
egyenletnek nevezziik.
Ennek akkor és csakis akkor van megoldasa, ha az a | b teljesiil. (Vessiik 6ssze
az ,,osztoja” fogalom bevezetésével.)
b) Az ax + by = c egyenletet, ahol a, b, ¢, X, y € Z kétismeretlenes els6fokt
diofantoszi egyenletnek nevezziik.

Ezen egyenlet pontosan akkor oldhaté meg, ha (a ; b) | C.

Tehat ki kell emelniink a fogalom értelmezésénél, hogy az egyiitthatok egész szamok
¢s az alaphalmaz egyenld az egész szdmok halmazaval.

A diofantoszi egyenleteket probalgatassal, vagy olyan atalakitasokkal oldhatjuk meg,
ahol a masik feltételt (az egyenlet gyokei csak egész szdmok lehetnek) is

felhasznaljuk.

Példaul: 5x+3y=7
Mivel (5;3)=1; 1 | 7, igy van megoldasa az egyenletnek.
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Atalakitas utéan: y=

X . ,
is egész lesz.

Keressiik azon x egészeket, amelyekre a

—-5Xx _6-6x+1+x _ 1+x
= =2-2X+ —— .
3 3

Ehhez alakitsuk at a kifejezést: l

Azokat az x-eket keressiik, amelyekre az 1 + x 3-nak a tobbszordse.
Néhany megoldas: (—1;4);(2;-1);(5;-6); ...

Csak szakkoron, a jo képességii tanuloktol varjuk el az altalanos megoldast:
Ha az (Xo ; Yo) kielégiti az egyenletet, akkor az altalanos megoldas a kdvetkezd

alakban irhato:

Nem tizes alapu szamrendszerek
A nem tizes alapu szamrendszerek tanitdsaval tehetjilk teljess€ a szdmfogalom
kialakitasat. Megmutathatjuk, hogy barmely természetes szam felirhato a kovetkezo
alakban:
A=a, g"+an g+ .. +taz-f+a-g+a-gta,

ahol 0<ai<g, aieN, neN.

A szamfogalom altalanositasaval, a racionalis szamok mintajara, a tizedestortekhez

hasonléan bevezethetjiik a vesszos torteket is.

Példaul egy ,,6t6d0stort”, €s ennek tizes szamrendszerbeli alakja:
3421,1435=3-5°+4-5°+2 50+ 1-5°+ 1 -5 +4 .52 +3.5°=

=3-125+4-25+2~5+1+1 +i+i = 486,384
5 25 125

A szamrendszerek fogalomrendszere

1. Természetes szamok kanonikus alakja

(Léasd a bevezetdben az A felirasat.)
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2. Helyiértéktablazat
3. Alakiérték, helyiérték, valodi érték
A tizes szamrendszerben tanultakat kell ezen ismereteknél altalanositani —

természetesen konkrét példakkal.

P¢ldaul: A hatos szamrendszer helyiérték-tablazata

1296 | 216 | 36 6 1 1 1
6 36
5 0 1 4 2 3

Az 5-6s alakiértéki szam a 6° (=216) helyiértéken all, és 5 - 216 a valdodi értéke,
a 3-as alakiértékii szam a 67 (= %) helyiértéken all, és 3 - % az értéke stb.

(A valodi értéket 10-es szamrendszerben adtuk meg.)

4. Az alapszam irasmédja
A 10-es szamrendszerbena 10 ; 1 db 10-es,0db 1-es: 10
A 7-es szamrendszerbena 7 ; 1 db 7-es, 0 db 1-es:: 10
A 2-es szamrendszerbena 2 ; 1 db2-es, 0db 1-es: 10
Tetszbleges g alapu szamrendszerben a g alapszamot mindig 10 formatumban tudjuk
leirni.

(Ez jol szemléltetheto a helyiérték-tablazattal.)

5. A Kkiilonbo6zé alakiértékek szama
A 10-es szamrendszerben 10 kiilonb6z0 alakiértékii szamjegy van: 0, 1, 2, ...., 9.
Az 5-6s szamrendszerben 5 kiilonbozd alakiértékii szdmjegy van: 0, 1, 2, 3, 4.
A 2-es szamrendszerben 2 kiilonboz6 alakiértékli szamjegy van: 0, 1.
Tetszbleges g alapi szdmrendszerben pontosan g kiilonbozd alakiértékli szadmjegy
van: 0, 1,2, 3, ...., g-2, g-1.
(A O-t a tanulok gyakran kihagyjak a szamjegyek koziil.)
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6. A legnagyobb alakiértékii szim
A 10-es szamrendszerben 9 a legnagyobb alakiértékii szamjegy, a 4-es
szamrendszerben a 3 stb.
Tetsz6leges g alapu szamrendszer legnagyobb alakiértékii szamjegye g-1, azaz az
alapszamnal 1-gyel kisebb szadm. (Hiszen, mar a g is 10 alakban irhato le.)
Ezt azért sziikséges tisztazni, hogy a miveleteknél ne irjanak a tanuldk az alapszamnal

nagyobb szamjegyeket az egyes tagokban, tényezdkben.

7. Természetes szamok (és vesszos tortek) atirasa mas szamrendszerbe
Az 4tirds tanitdsanal alkalmazzuk a csoportositds modszerét. Egy konkrét példan
keresztiil mutatjuk be.
frjuk at az 5728-at 7-es szamrendszerbe!
1) A szamot osztjuk 7-tel. (Csoportositsuk a sokasagot 7-esével!)

5728 :7=2818
2

Ez 818 db 7-es csoportot jelent és marad 2 db 1-es.
2) A hanyadost osztjuk 7-tel. (Csoportositsuk 7 x 7-esével!)

818 : 7=116
6

116 db 7 x 7-es csoportunk lett és maradt 6 db 7-es csoport.
3) Folytatva az eljarast:

116 : 7=16 16:7=116 2:7=0
4 2 2

A maradékokat helyezziik el a helyiérték-tablazatban:

Ezek szerint: 5728 = 22462,
(Ugyeljiink a szamok kimond4sara a nem tizes alapti szamrendszereknél.)
Visszairas  10-es  szdmrendszerbe a  hatvanyfogalom, helyiérték-tablazat

felhasznalasaval torténik.

22462;=2-7*+2-7*+4-7°+6-71+2-7°=5728
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A vesszOs tortek tizedestortté vald, illetve tizedestortek vesszOs tortté valo atirasa
hasonldan torténik. Egy véges tizedestort nem biztos, hogy véges vesszds tort alaku is
lesz, és viszont. Véges vesszOs tort alakja is lehet végtelen szakaszos tizedestort.

(A tizes szamrendszerhez hasonloan akkor kapunk véges vesszds tortet egy osztaskor,
ha a tort nevezdjében (a tovabb mar nem egyszerusithet alakban) csak az alapszam
osztoi, vagy az osztok hatvanyainak szorzata szerepel. Egyébként végtelen szakaszos

vesszOs tortet kapunk hanyadosként.)

8. Miivelettablak
A tizes szamrendszerhez hasonloan minden g-alapu szamrendszernek elkészithetjiik
az Osszeado- €s a szorzotablajat. Ezzel a négy alapmiivelet elvégzését konnyithetjiik
meg.

Példaként nézziik az 5-0s szdmrendszer 0sszeado- €s szorzotablajat!

5+ 01234 5-|12 3 4
0] 0123 4 112 3 4
1] 123410 2|2 41113
2 |23 41011 331114 22
3|3 4101112 441322 31

4 | 410111213
(A 0 sort és oszlopot nem irtuk le a szorzasnal.)

Ezek segitségével az irasbeli kivonas és az irasbeli osztas is elvégezheto.

9. Oszthatésagi szabalyok tetszoleges g-alapu szamrendszerekben
Miutdn a 10-es szamrendszerben rendszerszemlélet szerint — és nem kiilon
egységként — kezeltilk az egyes tételeket, igy itt mar csak annak altaldnositasa a
feladatunk.
Megmutatjuk, hogy az alapvetd oszthatdsagi szabalyok minden szadmrendszerben
azonosak. (Ezen tételek bizonyitasatol itt eltekintlink, mert az elve teljesen azonos a
10-es szamrendszerbeli tételek bizonyitasaval.)
1) Egy g alapu szamrendszerben felirt természetes szam pontosan akkor oszthatd
g-vel, illetve g osztdival, ha az utolsé szamjegye oszthato g-vel, illetve g
osztoival.

(Mit mutat meg a szdm utols6 szamjegye?)
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2)

3)

4)

5)

6)

Analdgia a 10-zel, 2-vel, 5-tel valé oszthatosaggal.

Egy g alapu szamrendszerben felirt természetes szdm pontosan akkor oszthatd
g>-tel, illetve g2 osztoival, ha az utolso két szamjegybdl 4ll6 szam oszthato
g>-tel, illetve g* osztoival.

(Mit mutat meg a szdm utols6 2 szdmjegye?)

Analogia a 100-zal, 4-gyel, 25-tel, 20-szal, 50-nel val6 oszthatdsaggal.
Hasonlo tételek a g*-ra, g*re, ..., g"-re.

(Mit mutat meg az utolso 3, 4, 5, ..., n szamjegy?)

Egy g alapu szdmrendszerben felirt természetes szam pontosan akkor oszthato
(9-1)-gyel, illetve (g-1) osztoival, ha szamjegyeinek Osszege oszthatod
(9-1)-gyel, illetve (g-1) osztoival.

(Mit mutat meg a szamjegyek Osszege?)

Analdgia a 9-cel, illetve 3-mal valé oszthatosaggal.

Egy g alapu szamrendszerben felirt természetes szam pontosan akkor oszthato
(g + 1)-gyel, ha a szamjegyek valtakozod el6jellel vett Gsszege oszthatd

(g + 1)-gyel.

Analdgia a 11-gyel valo oszthatosagra.
Itt is igaz az, amit kordbban mar emlitettiink, hogy minden természetes
szammal valo oszthatosagra talalhatunk szabalyt, de ezek bonyolultsaga nem

csokkenti a szamolasra forditott energiankat.

Meég két tételt célszerli megemliteniink itt, amit a szamitdsok soran gyakran

hasznalunk.

Péaros alapt szamrendszerben felirt természetes szam pontosan akkor paros

(azaz oszthat6 2-vel), ha az utolsé jegye paros.

Pératlan alapu szdmrendszerben felirt természetes szam pontosan akkor paros

(azaz oszthatd 2-vel), ha a paratlan szdmjegyek szama paros.
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Osszegezve: a nem tizes alapu szamrendszerek tanitdsa azért fontos, mert azon til,
hogy integralja a szamfogalommal kapcsolatos meglévd tudast, érdekessége miatt

nagy motivacios hatassal bir.

Kulcsszavak
euklideszi osztas
0szto, tobbszoros
maradékosztalyok
oszthatosagi tételek 10-es szamrendszerben
primszamok, dsszetett szamok, primtényezos felbontds
a szamelmélet alaptétele
az osszes osztok szama
bovelkedo, sziikolkodo, tokéletes, baratsagos szamok
legnagyobb kozos oszto, legkisebb kozos tobbszoros
relativ primek, ikerprimek
diofantoszi egyenletek
szamok kanonikus alakja, helyiértéktablazat
alaki erték, helyierték, valodi érték
szamok atirasa mas szamrendszerekbe
miivelettablak

oszthatosagi szabalyok nem tizes alapu szamrendszerekben

Kérdések, feladatok:

1) Mutassa meg az analogiat a 10-es és nem 10-es alapti szamrendszerben felirt
szamok oszthat6sagi szabalyai kozott!

2) Az euklideszi algoritmussal mutassa meg, hogy miért az utols6 el nem tiind
maradék lesz a legnagyobb k6zos oszto!

3) Milyen Gsszefiiggés van a legnagyobb k6zos 0sztd, a legkisebb kdzos tobbszords
és a két szam szorzata kozott? Igazolja allitasat!

4) Milyen eljarasokat ismer a legnagyobb kozos osztd, és a legkisebb ko6zos

tobbszords meghatarozasara?
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IV. A Klasszikus algebra elemei

Az algebra olyan tudomanyag, amely a matematika minden teriiletét atfogja.
Nevezetesen: az aritmetika, a halmazelmélet, a matematikai logika, a kombinatorika, a
valdszinliségszamitds, a szamelmélet, a modern (vagy absztrakt) algebra, a vektorok, a
vektorterek, a koordinatageometria, vagy az egyéb geometriai teriiletek mindegyikének vagy
alapja, vagy eredménye egy-egy algebrai ismeret.

A cimben szerepld ,klasszikus” szoval azt akarjuk érzékeltetetni, hogy a sokréti,
minden tertiletet atfogo targyalds helyett ebben a fejezetben csak az algebrai egyenletekkel, és
a hozzajuk kapcsolhatd témakorokkel foglalkozunk. Ezek koziil is csak azoknak a
teriileteknek adjuk meg a fogalomrendszerét, amelyek a kozoktatdsban helyet kaptak

(altalanos- és kozépiskola).

Eppen az algebra szerteagazo volta miatt sziikséges a kovetkezd csoportositas.

Minden rendszernek van egy kiilsd és egy belsd strukturaja. A kiilsd struktura az egyes
témakorok fogalomrendszerének maés témakorok fogalomrendszeréhez vald kapcsolodasat
mutatja, mig a belsd struktura egy adott témakor fogalmainak, ismereteinek felépitését,
sorrendjét, kolcsonhatasait tiikrozi.

Mindkét struktirdnak fontos szerepe van a tantervek tervezésénél. Ezek
figyelembevételével tudjuk 8 (vagy 12) évfolyamra elosztani ugy a tananyagot, hogy mind a

kiils6, mind a belsd rendszerek felépitésében érvényesiiljon a rendszerszemlélet.
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A klasszikus algebra tanitdsdhoz sziikséges kiilsd strukturalis elemek:

aritmetikai ismeretek

halmaz, elem, eleme

relaciok, tulajdonsagaik

SZAMOossag

szamfogalom

miiveletek, tulajdonsagaik
egyseégelem, zéruselem, inverzelem
hatvanyozas

szamelméleti alapok, 0szto, tobbszords, primfaktorizacio

Annak igazolasdra, hogy miért sziikséges ennyi kiilsd rendszerbeli ismeret, nézziikk a

kovetkezd példat!

32y

Ezt a viszonylag egyszerli algebrai kifejezést csak akkor érthetik meg a tanulok, ha az alabbi

fogalmak mindegyikével rendelkeznek:

szam

betll, valtozo
eldjel, miiveleti jel
egyltthato

0sszeg, kiilonbség
szorzat, hanyados

hatvany, alap, kitevo

gy mar az is érthetd, hogy a kiilsé struktura elemei hogyan épiilnek be a belsd srukturaba,

tovabba az is, hogy egyes fogalmak, ismeretek tobb fogalomrendszernek is képezhetik az

Osszetevoit. Ezen feliil az is érthetd, hogy miért olyan nehéz a tanuldk szdmara az algebrai

kifejezések elsajatitasa.

Az egyes teriiletek fogalomrendszerei ezen egyszerli, vagy magasabbrendli fogalmakkal

kotddnek egymashoz. Ezaltal tudjuk megvaldsitani azt, hogy az egyes ismeretrendszerek

segitsék egymast az épitkezésben, és szerves egységet alkossanak az 4ltalanos és kdzépiskolai

matematikaoktatasban.

TAMOP Eger
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Richard R. Skemp irja A matematikatanulas pszicholdgidja cimii konyvében:
»Sajat fogalmi rendszert mindenkinek egyediil kell kiépitenie. De a folyamat

felgyorsithato, ha a hozza sziikséges anyagok kéznél vannak.”

Az egyenletek, egyenlotlenségek fogalomrendszere

1. Halmaz, elem, eleme
A kifejezések értelmezési tartomdnyanak és értékkészletének meghatdrozasdhoz

sziikséges. Felhasznalhatjuk a helyettesitési érték meghatarozasakor is.

2. Alaphalmaz, részhalmaz, értelmezési tartomany

Az algebrai torteknél, az irraciondlis algebrai kifejezéseknél, egyenletek,
egyenldtlenségek megoldasanal tolt be fontos szerepet. Az alaphalmaz a betiik helyére irhato
szamok halmaza. Az alaphalmaz azon részhalmaza, amelyre az adott kifejezés értelmezve van

az értelmezési tartomany.

3. Valtozé, egyiitthato
Gyokerei a szorzas értelmezésére nyulnak vissza. Az egylitthatok 0sszegeredetét kell
megmutatnunk:
2+2+2+2+2=2-5alapjan
atata=a-3
formulat irhatjuk, majd alkalmazva a kommutativitast, 3 - a formaban irjuk. Akar a - 3-at, akar
3 - a-t irunk, kozoljiik, hogy a 3 az egyiitthato, (ami megmutatja, hogy az a hanyszor fordul
eld 0sszeadandoként az 0sszegben) €és a a valtozo. Tehat betlit tartalmazo kifejezésnél — és
altalaban csak ott beszélhetiink egyiitthatordl, —, egylitthatonak mindig konkrét szamot
tekintiink.
Innen 4ltaldnositassal jutunk el oda, hogy ha nem ,megszamldlhatéak” (a sz6
gyakorlati értelmében) a tagok, az egyiitthato ekkor is hasonld értelmet kap.
(Példaul: —2,8 - x, vagy X - (— 2,8) esetében az 0sszegalakban torténd felirdst mar nem tudjuk
megtenni, elfogadtatjuk — a természetes szam egyiitthatokra vonatkozd analdgiaval — hogy

— 2,8 az egyiitthato, és az X a valtozo.)

Az %a — 3,5b algebrai kifejezésben az a egyiitthatoja % , @ b egylitthatoja 3,5.
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4. Elgjel, miiveleti jel

E fogalmak kialakitdsanal latszolag ellentmondasos a tevékenységiink.

Egyrészt megtanitjuk a tanuldkat arra, hogy tudjanak kiilonbséget tenni a miiveleti jel
¢s az eldjel kozott. Ez abbdl ered, hogy az alapoknal a természetes szamok fogalmat
alakitjuk ki eldszor, ezzel végeznek a tanulok miiveleteket, majd kés6bb alakitjak ki a
negativ szamok fogalmat. (Lasd a Szdmfogalom kialakitasa fejezetet!)

Masrészt meg kell tanitanunk arra is a tanuldkat, hogy az eldjel ,,belefoglalhat6é” a
miiveleti jelbe. Ez pedig azért sziikséges, mert a fogalomrendszer kiépitése soran, a
tanulok miiveletvégzési sebességét novelni kell, torekedni kell az egyszerliségre, a
maximalis begyakorlas elérésére. Erre kinal lehetOséget a miiveleti és a eldjel
»osszevonasa”. Arra torekedniink kell azonban, hogy ez ne legyen verbalis, értelem

nélkiili munka, hanem a tanulok minden esetben tudjak indokolni tevékenységiiket.

Az eldjellel kapcsolatban egy masik probléma is jelentkezik. Arra a kérdésiinkre, hogy
— a értéke milyen, a tanulok tobbsége nagy valdszinliséggel negativat mond. Ez a
hibalehetdség is a fogalom Osszetettségébdl adodik.

A probléma gyokere az, hogy (— a)-ban az eldjel két funkciot is betolthet:

— egyrészt jeloljik vele konkrét negativ szamokat (— 3; — 2; — 5 sth);

— masrészt jeloljiik vele az ,,ellentett”-képzést (elem additiv inverzének képzését.)

E kettds funkciot — szintén sok konkrét példaval — tisztaznunk kell a szamok eléjeleinek, majd

késObb a valtozok eldjeleinek tanitdsakor. (Szamok behelyettesitésével meg kell mutatnunk,

hogy (- a) éppugy lehet pozitiv, negativ, mint 0. Ez csak az a értékétol fiigg.)

5. Hatvany, alap, kitevé

A hatvany fogalmat a szorzasra vezetjiik vissza. Azonos tényezdk szorzatat felirhatjuk

hatvany alakban. A pozitiv egész kitevds hatvanyok is csak kiindulasi alapjat képezik a

hatvanyfogalom kialakitdsanak, hiszen ez a definicié (a" olyan n-tényezds szorzat, amelynek

minden tényezdéje a) a tortkitevdjli, vagy a negativ kitevdjii hatvanyoknal mar nem

alkalmazhato.

A hatvanyok értelmezése utan tanitjuk a hatvanyozas azonossagait, amelynek segitségével

megerdsithetjiik az
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1

n haa#0,neN

a®=1haa#0 ésaz a”= 3

értelmezéseket, de ez nem tekinthetd bizonyitasnak. (Ezek definicié szerint irhatok igy).

Tehat:
m
a_m =a™=a’=1; a#0
a

csak azt jelenti, hogy a definici6 szinkronban van a hatvanyozéas miiveleteivel.

A hatvany és az egyiitthatd fogalmanak kialakitasanal boségesen szerepeltetniink kell
parhuzamosan a kettdt, ily modon kertiilhetjiik el a gyakran bekdvetkezd hibat:
2°=3-2; vagya’=3a,
azaz, amikor a kitevo ¢€s az egyiitthatd kozott nem tesznek kiilonbséget a tanulok.
A hatvanyok el6jele is hibalehetdségeket rejt magaban: — X° és (- X)2 ko6zott nem érzik
a tanulok a kiilonbséget. Konkrét példakon ez is szépen mutathato.
Példéul:
—5°=_-5-5=-25; (-5)%=(-5)-(-5)=25.

6. Osszeg, kiilonbség, szorzat, hanyados

Itt f6leg arra kell helyezni a hangstlyt, hogy amig a szamoknal a konkrét miiveletet el
tudjuk végezni, itt sokszor csak ki tudjuk jeldlni. Ezen miiveletek helyes értelmezése az
algebrai kifejezések csoportositasanal ,tériil” meg.

Példaul: a+a+a=23a,de a+ b mirnem irhato fel szorzat alakban.

7. Miiveleti tulajdonsagok

A miveleteknél, illetve a szdmfogalom kialakitdsanadl mondottakat alkalmazzuk az
algebrai kifejezésekre. (Egyiitthatd — valtozo; dsszeg szorzasa — kiemelés stb.)
Igy lesz a kiilsé rendszer eleme része a belsé strukturanak. Foleg a kommutativitast, az

asszociativitast ¢és a disztributivitdst alkalmazzuk gyakran.

8. Algebrai kifejezések
Algebrai kifejezéseknek nevezziik azt a kifejezést, amelyben csak szdmok és betlik
Osszege, kiillonbsége, szorzata, egész kitevdjii hatvanya, hanyadosa és gyoke szerepel véges

sokszor.
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9. Helyettesitési érték

Ha az algebrai kifejezésben el6forduld valtozok helyére az alaphalmaz elemeit irjuk,
¢s ezekkel elvégezzikk a kijelolt miiveleteket, akkor megkapjuk az algebrai kifejezés
helyettesitési értékét. Itt a szamfogalom kialakitasanal targyalt miiveleteknek és azok

tulajdonsagainak alkalmazasa keriil elotérbe.

10. Algebrai kifejezések azonossaga

Két algebrai kifejezés azonos, ha alaphalmazuk és értelmezési tartomanyuk
megegyezik, €és ha az értelmezési tartomdny barmely elemét helyettesitjiik be a valtozdk
helyére, a helyettesitési értékiik minden esetben megegyezik.
Konkrét példdkkal megmutathatjuk, hogy ebben az esetben a két kifejezés olyan alakra
hozhato, amelyekben mind a valtozok, illetve azok hatvanyai, mind az egyiitthatok és a
kijelolt elvégzendd miiveletek megegyeznek.
Példaul: xy? + 2xy = xy(y +2)
Tobbek kozott a szorzattd alakitds, a zardjelbontas, a hatvanyozas, illetve a lehetséges

0sszevonasok elvégzése utan kapunk azonos algebrai kifejezéseket.

11. Egytagu, tobbtaga algebrai kifejezések
Az olyan algebrai kifejezést, amely Gsszeget, vagy kiilonbséget legfeljebb valamelyik

tényezOjében tartalmaz, egytagu kifejezésnek nevezziik.
Pé¢ldaul egytagu kifejezés:

Xy %X , (x+y)- 5.
Az utobbi olyan egytagu kifejezés, amelynek egyik tényezdje kéttagu.
A pontos, de kiss¢ elvont definicid helyett szerencsésebb megfeleld példakkal megmutatni az
egytagi ¢és a tobbtagh kifejezések kozti kiilonbséget. Egyenletek azonos atalakitasanal
vessziik ennek az ismeretnek nagy hasznat. (Lasd késdbb.)
Ebbdl az is kideriil, hogy egy egytagu kifejezés tobbtaguval is lehet azonos, és viszont.
Mind az Osszeg szorzatta alakitdsat (kiemelést), mind a szorzat Osszeg alakban torténd
felirasat meg kell mutatnunk.
Példaul:

(y +5) - x =yx +5x,

Xy + 5x = x(y +5) .
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A kiemelésnél gyakori hiba a kdvetkezo:

X+ Xy +X=x(X+Y).
Ilyenkor célszerli megmutatni, hogy X = 1 - X, azaz kiemelésnél a masodik tényezdébdl az 1
Osszeadando hianyzik, ennek megfeleléen:

X+ xy+x=x(Xx+y+1).

Célszerl — a szorzast elvégezve — mindig ellendrizni a munkankat.

12. Egynemii, kiilonnemii algebrai kifejezések

Az olyan egytagli algebrai kifejezéseket, amelyek legfeljebb egyiitthatdéikban
kiilonboznek egymastdl (ha az egyiitthatd nem 0), egynemil algebrai kifejezéseknek
nevezzilk. Az olyan egytagi algebrai kifejezéseket, amelyek valtozoikban, vagy azok
hatvanyaiban kiilonbéznek egymastol, kiilonnemii algebrai kifejezéseknek nevezziik.
Az egynemii algebrai kifejezések dsszevonhatok, a kiillonnemiiek nem.

Egynemti algebrai kifejezéseket gy vonunk Ossze, hogy az egyltthatdkat

0sszevonjuk, a betlikifejezést valtozatlanul leirjuk.

A fogalom latszolag egyszerti, de a tanulok hibainak gyakorisiga nem ezt mutatja.

Néhany ilyen hiba:

X+ 2x% = 3%, (vagy 2x* , vagy 3x° stb.)
Itt az ,,egynemii — kiilonnemii” fogalom nem tisztazott.
Mas jellegzetes hiba:

3a—a=3.

Ez szintén a fogalmak tisztazatlan voltara, €s helytelen analogiara vezethetd vissza.
Konkrét példakkal lehet illusztralni ennek helytelenségét:
3 almébol 1 alma az 2 alma, és nem ,,pusztan” 2 .
A helytelen analogia az osztdssal 4ll fenn. A 3a : a = 3 0Osszefliggést olyan esetre is
alkalmazza a tanulo, ahol ez nem all fenn.

Ezek a fogalmak az egyenletek, egyenl6tlenségek megoldasahoz nélkiilozhetetlenek.

13. Algebrai kifejezések szorzasa, osztasa

Ennek az el6zménye, az elOkészitése megtalalhato a szamfogalom kialakitasa
fejezetben. Itt az alabbi algoritmust kell kialakitanunk. Az egytagl algebrai kifejezéseket a
kovetkezOképpen szorozzuk 0ssze, vagy osztjuk el egymassal:

1) az egyiitthatok szorzatat, vagy hanyadosat kiszamitjuk,
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2) az egyenld alapt hatvanyok szorzatat, vagy hanyadosat felirjuk hatvanyalakban,

3) akiilonboz6 valtozok szorzatat, vagy hanyadosat csak jeloljik.

A miveleti tulajdonsdgok koziil a kommutativitast és az asszociativitast hasznaljuk,
illetve a hatvanyozas azonossagait.
Tobbtagh algebrai kifejezést (Osszeget, kiillonbséget) igy is szorozhatunk, hogy a tobbtag
minden tagjat megszorozzuk az egytaggal, és utana elvégezziik az 6sszevonast.
Tehat visszavezetjik az egytagi kifejezések szorzasara. Erre az ismeretre viszont a

tobbtagnak tobbtaggal valo szorzasa vezethetd vissza.

Konkrét példdkon megmutatjuk, hogy az osztasra is hasonloak igazak.
A tobbtagok szorzasanal az elobb emlitett miiveleteken tul a disztributivitas keriil el6térbe.

Mind a zaro6jelbontést, mind a kiemelést mindig célszerl ellendrizni a masik miivelettel.

14. Algebrai egész, algebrai tort

Egész algebrai kifejezésnek neveziink egy algebrai kifejezést, ha nem tartalmaz tortet,
vagy ha tartalmaz, akkor a tdrt nevezdjében nincs valtozo. Vagy: két algebrai kifejezés
hanyadosat (ha a nevezOben valtozot tartalmaz) algebrai tortkifejezésnek nevezziik.
Ezt az ismeretet is kapcsoljuk a miveletekhez, azon beliil is a 0-val valdo osztas
problematikajahoz. Mivel a 0-val valdé osztast nem értelmezziik, igy algebrai tortkifejezés
nevezOjének helyettesitési értéke nem lehet 0. Az adott tortkifejezés értelmezési
tartomanyabol ezt az értéket ki kell zarni.
Ebbdl kovetkezden:

(x+y)°
X+Yy

nemazonos X +y —nal,

hiszen a jobb oldalnak minden valos (x ; y) szdmpar beletartozik az értelmezési tartomanyéba,
a bal oldalon viszont x + y = 0 egyenletnek megfeleld értékparokat ki kell zarni az értelmezési

tartomany elemei koziil.

Mindenképpen hangstlyoznunk kell a tortek és az algebrai tortkifejezések kozti kiilonbséget,
hiszen ez gyakori analdgias hibaforras a tanuloknal.
Példaul:

X+2 algebrai egész, de az X+2

algebrai tort.
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15. Racionalis és irracionalis algebrai kifejezések

Ha egy algebrai kifejezésben nincs a betiikifejezésekbol torténd gydkvonas, akkor
ennck a kifejezésnek a neve raciondlis algebrai kifejezés. Ha el6fordul gydkvonas a
valtozobol, akkor a kifejezés irracionalis.

Itt is hangstlyoznunk kell, hogy nem a gyokvonas ténye a meghatarozo, hanem a

valtozobol (a betlibdl) torténd gydokvonas.

Példaul: /2 (x + 3) racionalis, de +/2x + 3 irracionalis kifejezés.

A helytelen analogia — a racionalis és irraciondlis szamokkal — még azt is eredményezheti,
hogy a tanul6 a két egész algebrai kifejezés hanyadosat tekinti racionalis algebrai kifejezésnek
(ami kozismerten algebrai tort). Ellenpéldakkal mutathatjuk meg a tévedését.

Példaul:

2y +3x . ) o 2y +3X ... L . .
y+ racionalis tortkifejezés, de a y+ kifejezés irraciondlis algebrai tort.

522 5 /ZS
Természetesen a fenti definicioban a gyokok helyett racionalis, vagy tort

hatvanykitevdt is mondhattunk volna, ha a kitevé nem egész szam.

Példaul:
2
¥x? =x3 | ez is irracionalis algebrai kifejezés.

Mint lathatdo az eddig ismertetett fogalmak, ismeretek rendszere szorosan kapcsolodik a
korabban taglalt fogalomrendszerekhez, egyes fogalmak, ismeretek mindegyik

fogalomrendszernek elemei. Ez jol mutatja az egyes témakorok kiilsé strukthrajat.

A késdbbiekben latni fogjuk, hogy az algebrai kifejezések itt felsorolt ismeretei mind
nélkiilozhetetlenek a kiilonboz6 tipusu egyenletek, egyenldtlenségek, egyenletrendszerek
megolddsdhoz. Amig ezekkel az alapismeretekkel nem rendelkeznek a tanulok, az egyenletek

megolddsanak tanitdsa csak meddd probalkozas.

16. Polinomok
Vannak olyan specialis algebrai kifejezések, - polinomok — amelyeket célszert kiilon
kiemelni az algebrai kifejezések koziil, mert egy fontos témakor — az algebrai egyenletek,

egyenldtlenségek — tanitdsa erre vezethetd vissza.
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A polinomok algebraja is jelentds kutatasi tertilet.

Az olyan algebrai kifejezést, amelyekben a valtozokon véges szdmu Osszeadast,
kivonast, szorzast és nemnegativ egész kitevOji hatvanyozast végziink a polinomnak
nevezziik.

Az egytagu polinomot monomnak, a kéttagit binomnak, a hdromtagt trinomnak nevezzik.
Megfelelé konkrét példakon és ellenpéldakon mutathatjuk meg a polinomok specifikus

tulajdonsagait.

17. Polinomok fokszama
Egy egytagli polinom fokszdman a polinomban lévé valtozok kitevOinek Osszegét

értjiikk. Egy tobbtagu polinom fokszdman a legmagasabb foku tagjanak fokszamat értjiik.

18. Polinomok azonossaga
Két polinom akkor azonosan egyenlé, ha a megfeleld egyiitthatéik rendre
megegyeznek. (A megfeleld sz6 itt a polinomot alkotd azonos egytagh kifejezések

egyltthatoira vonatkozik.)

Ezek az értelmezések teljesen 6sszhangban vannak az algebrai kifejezéseknél mondottakkal,

¢s mindkét ismeretet alkalmazzuk a magasabbfoku egyenletek megoldasanal.

19. Egyhatarozatlanu polinomok

Ennek elOzetes tisztazasa azért sziikséges, mert az egyvaltozds elsd és masodfoka
algebrai egyenleteket ennek segitségével fogjuk bevezetni.
Az egyhatéarozatlanu (egyvaltozos) polinomok altaldnos alakja:

Ml +a-x'+ap,aholaz

TX)=an-x"+an1-x
g, A1, ..., an € R, n e N, xavaltozo.

n a polinom fokszama, ha a, # 0 .

20. Miveletek egyvaltozos polinomokkal

A polinomok halmazan is értelmezhetjik az Osszeadas €és a szorzas miiveletét, és
azoknak is megvannak a kordbban targyalt tulajdonsagai:

T1(x) + T2(x) = T3(X) ; Ti(x) - To(X) = T3(X)
Tehat két polinom 6sszege €s szorzata is polinom.
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Tulajdonségai:
Kommutativitas:
Ta(X) + Ta(x) = T2(x) + Tu(x) ; Ti(x) - To(X) = Ta(x) - T1(X)
Asszociativitas:
(Ta(x) + To(x)) + Ta(x) = Ta(x) + (T2(x) + T3(x)) ;
(Tix) - To(x)) - Ts(X) = Ta(x) * (T2(x) - T5(X))
Disztributivitas:

(Ta() + Ta(x)) - Ts(X) = Ta(x) - (To(X) + Ta(X)) = Ta(x) - T3(X) + Ta(x) - T3(x)

Ezen tul értelmezhetjiik a polinomok maradékos osztdsat is, ami a szorzatta alakitast, vagy a
magasabbfoku egyenletek gyokeinek meghatarozasat segiti eld. Megmutatjuk, hogy a
polinomok osztdsdnak algoritmusa teljesen megegyezik az egész szamok halmazan
értelmezett maradékos osztaséval.

Természetesen mindezen muveleteket és ezeknek a tulajdonsagait konkrét, alacsonyabb foku
(els6 — negyedfokt) polinomokkal végzett miiveletekkel mutatjuk meg a tanuloknak, majd
parhuzamot vonunk a szamfogalom kialakitdsdnal targyalt ismeretekkel. Ez nagymértékben

segiti a tanulok matematikai rendszerszemléletének kialakitasat.

21. Algebrai egyenletek

A tanulok ismereteinek boviilésével egyre pontosabban tudjuk definialni az
egyenleteteket.
5. osztalyban:

Az olyan nyitott mondatot, amelynek allitmanya az egyenléség jel, egyenletnek

nevezzik.

7. osztalyban:
Ha két algebrai kifejezést az egyenldség jelével kapcsolunk Ossze, akkor egyenletrdl

beszéliink. (Feltéve, ha tartalmaz valtozot.)

Kozépiskola:
Algebrai egyenletnek nevezziik az olyan egyenletet, amelynek mindkét oldalan

algebrai kifejezés all. (Es valtozot is tartalmaz.)
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Minden algebrai egyenlet véges 1épésben hatvanyozasokkal, atalakitdsokkal olyan alakra
hozhato, hogy az egyik oldalan egy polinom, a masik oldalan 0 4ll. Ebbdl ad6ddan az algebrai

egyenletet a kdvetkezOképpen értelmezziik:

Legyen f(x) egy tetsz6leges szamhalmazon értelmezett polinom.

Az f(xX) = 0 alaka egyenletet az adott szamhalmaz f6lotti algebrai egyenletnek
nevezziik.
Az alaphalmaznak azon z elemét, amelyre teljesiil, hogy f(X) = 0, az egyenlet gyokének
mondjuk.
(Az ilyen Z értéket megoldasnak is szoktak nevezni. A megoldas sz6 viszont nemcsak
szamokat jelenthet, hanem a gyokok meghatarozasanak folyamatat is jelentheti, igy mi a
gyokok elnevezést javasoljuk bevezetni és hasznalni.
Furcsa lenne azt mondani a Viéte-formulaknal, hogy ,,a megoldasok ¢€s az egyiitthatok kozti
Osszefliggés™.)

Az f1(x) = fa(x) alakt egyenlet zérusra redukalt alakja az f(x) = 0 irasmod.

22. Algebrai egyenlétlenségek
Az egyenletekkel teljesen analég modon targyalhatd. Amiben eltérnek egymastol, arra

kiilon felhivjuk a figyelmet az egyenldtlenségek megoldasakor. Kiilon nem részletezziik.

23. Az egyenlet megoldasa

Egyenletet megoldani annyit jelent, hogy megkeressiik az alaphalmaznak mindazon
elemeit, amelyeket az f(x) = 0-ba, vagy az fi(x) = fo(x)-be behelyettesitve igaz kijelentést
kapunk.

A gyokok halmaza adja az egyenlet igazsaghalmazat.

24. Egyenletek ekvivalencidja

Két egyenletet ekvivalensnek neveziink, ha egyiknek minden megoldésa a masiknak is
megoldésa és viszont.
Az egyenletek megoldasa soran mindkét oldalon végezhetiink olyan atalakitasokat, hogy az
eredetivel ekvivalens egyenletet kapunk (azaz gyokeik kdlcsondsen megegyeznek).

Ekvivalens egyenleteket ekvivalens atalakitasokkal, vagy azonos atalakitasokkal nyerhetiink.
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Ekvivalens atalakitasok
Az egyenlet mindkét oldalahoz ugyanazon polinomok hozziadasa, vagy kivonasa,
mindkét oldalanak ugyanazon 0-t61 kiilonb6z6 szammal valo szorzasa, vagy osztasa.

(Ezt az eljarast nevezziik mérlegelvnek.)

Azonos atalakitasok
Az egyenlet kiilonb6z6 oldalain  végrehajtott  valtoztatdsok. Nevezetesen:

zarojelbontds, kiemelés, 6sszevonas.

25. Kovetkezmény-egyenletek

Ha olyan atalakitasokat végziink az egyenlet megoldasa kdzben, amelyek utdn az
eredeti €s az 0j egyenlet gyokei nem egyeznek meg, azaz az egyenletek nem lesznek
ekvivalensek egymassal, akkor kovetkezmény-egyenletet kapunk. Az ilyen atalakitds utan
»gyokvesztés” ¢és ,.gyoknyerés” is felléphet. Ezért itt kiilonosen fontos a megolddsunk
helyességének ¢és teljességének ellendrzése.
Példaul kovetkezmény-egyenletet kapunk, ha mindkét oldalt négyzetre emeljiik, mindkét
oldalbol gyokot vonunk, mindkét oldalt szorozzuk, vagy osztjuk egy algebrai kifejezéssel stb.

26. Egyéb megoldasi médok
— Probalgatas (az alaphalmaz elemeinek behelyettesitése)

Ezzel a médszerrel valdé megoldast elsésorban akkor hasznaljuk, amikor bizonyos
miveleti tulajdonsagokat, eljardsi modokat még nem ismernek a tanulok, vagy az
alaphalmaz véges szamu, (és kevés) elemet tartalmaz, amikor egyszeriibb az elemek
behelyettesitésére, mint a bonyolult megoldasi méd megtalalasara. Ekkor is szem elott kell
tartanunk, hogy az alaphalmaz minden elemérdl el kell donteniink, hogy eleme-e az
igazsaghalmaznak, vagy sem.

Példaul:
Legyen az alaphalmaz a 10-nél kisebb pozitiv egész szamok halmaza. Oldjuk meg a
kovetkezd egyenletet!
X°—5x+6=0

Amikor a tanulok még nem ismerik a masodfoku egyenlet megoldoképletét, és a

szorzatta alakitds sem ismert, akkor csak probalgatassal, azaz az alaphalmaz minden

elemének behelyettesitésével tudjak megoldani az egyenletet.
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A probalgatassal valo megoldas azért is sziikséges, mert a miiveletek elvégzését igen
hatékony modon lehet vele gyakorolni. (Kiilonbozd eldjelli szamok 0Osszeadasa,

kivonasa, szorzasa, osztasa, hatvanyozas, gyokvonas.)

— Szorzat, hanyados vizsgdlata
Itt is utalunk a miiveleteknél korabban tanultakra.
Nevezetesen:
Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0.
Hényados pontosan akkor 0, ha a szdmlalo (osztandd) 0, de ugyanakkor a nevez6 nem 0.
Példéul:
X*-2x=0; A=Q.

Megoldasa: x(x—-2)=0,
ahonnan: X1=0; X2=2.
Mas példa:
2 —
X'=2X _g. A=Q.
X(x +3)
Megoldas: M =0,dex#0.
X(X + 3)
X—2
igy: —— =0.
&y X+3

Ez csak akkor teljestil, hax =2 .

Az algebrai tortkifejezéseknél tanultakat kell itt feleleveniteni, s alkalmazni az alaphalmaz

¢s az igazsaghalmaz megallapitasanal.

— Bizonyos osszefiiggések felhasznaldsaval
Példaul az X° = 4 ; vagy | X | = 6 tipust feladatok tartoznak ebbe a csoportba.
Ezekben az esetekben a kordbban tanult fogalmakat kell alkalmazni az egyenletek

megoldésa soran.

—  Grafikus megoldas
A fliggvények ismeretrendszerére vezethetd vissza. Az egyenlet két oldalan allo

algebrai kifejezést egy-egy fliggvény egyenletének tekintjikk, s azt vizsgaljuk, hogy a
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kozos értelmezési tartomany mely elemei esetén egyeznek meg a fliggvényértékek
egymassal, valamint azt, hogy ez hogyan olvashat6 le a fliggvények grafikonjar6l. Ezt a
megoldéasi médot akkor javasoljuk, amikor a fliggvények abrazolasa mar hibatlanul megy.
Az egyenletekkel analég moddon, ¢és ugyanabban az idében targyaljuk az

egyenlotlenségekkel kapcsolatos ismereteket is.

27. Az egyenletek tipusai

A tobbi ismeretrendszer bovitésével haladunk a linearis egyenletektél a masodfoku,
vagy magasabb foku egyenletek felé.
Az ax + b = 0 elséfokd, illetve az ax® + bx + ¢ = 0 masodfoki (vagy ilyen alakra hozhat6)
algebrai egyenletek megoldasaival foglalkozunk a kézoktatasban.

(Ezzel megegyezden ilyen tipusu egyenldtlenségekkel is.)

Meg kell mutatnunk, hogy minden elséfoku egyenletnek, egyenlétlenségnek van valos
megoldasa, de ez nem igaz a masodfoku, vagy gyokot tartalmazd egyenletre
(egyenldtlenségre).

A masodfoka egyenlet diszkriminansdnak a vizsgalata, a Viéte-formuldk, a
gyoktényezos alak sz€p matematikai problémak targyalasat teszi lehetove.

A valtozo gyokét tartalmazo, azaz irracionalis egyenleteket is egyiitt kezeljiik az
algebrai egyenletekkel, mert hatvanyozassal az f(x) = O algebrai egyenlettel azonos alakra
hozhat6. Viszont a megoldas soran az eltérésekre fel kell hivni a figyelmet.

Nevezetesen:

1) Irracionalis egyenleteknél, egyenl6tlenségeknél mindig meg kell hatarozni a benniik
eléfordulo kifejezések értelmezési tartomanyat.

2) Az egyenldtlenségek négyzetre emelése elétt meg kell vizsgalnunk, hogy milyen
elojelli értékek szerepelnek a két oldalon, illetve a valtozdk értékét hogyan
befolyésolja a hatvanyozas.

3) A négyzetre emelés soran gyakran kapunk hamis gyokoket.

(Léasd kovetkezményegyenlet.)

4) A korabbi ismereteket pontosan kell alkalmaztatni.

Példaul:

Jx=1? #x -1, hanem J(x-1)°* = |x—1|

(Ez a masodfoku egyenleteknél is gyakran hibaforras.)
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5) A hatvanyozas és a gyokvonas csak megfeleld feltételek esetén cserélhet6 fel.

Példaul:

(V2-x)* # J(@2-x)?

A két oldalon all6 kifejezéseknek mas az értelmezési tartomanyuk.

Olyan 2-nél magasabbfoki egyenletekkel foglalkozunk, amelyek megoldasat vissza

tudjuk vezetni a masodfoku egyenletek megoldasara.
Ilyen eljarasok lehetnek:

1) helyettesités, 0j valtozo bevezetése,

2) kiemelés, szorzatta alakitas,

3) probalgatas, szorzatta alakitas,

4) polinomok osztasa, szorzatta alakitas.
Az utdbbi 3 esetben az a kozos, hogy talalunk egy gyokot, és ennek segitségével a 3 eset

valamelyikének alkalmazasaval alacsonyabb foku egyenletet kapunk.

Az abszolutértéket tartalmazé egyenleteket is egyiitt targyaljuk az algebrai
egyenlettel. Tehetjiik, hiszen az

X, hax>0
| x|

—X,hax<0

Osszefliggéssel egyszertien algebrai egyenletté alakithatjuk.

28. Egyenletrendszerek

Egyenletrendszerekrdl beszéliink, ha két vagy tobb tobbismeretlenes egyenlet kdzos
megoldédsat keressiilk. Ha egy egyenletrendszer n-ismeretlenes, vagyis 0sszesen n valtozot
tartalmaz (példaul: xi, X2, ... , X, ), akkor azokat a rendezett (z1, z2, ... , Zn) szam n-eseket
keressiik, amelyeket az egyenletrendszer egyenleteibe, a megfeleld ismeretlenek helyébe

behelyettesitve, minden esetben igaz egyenldséget kapunk.
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Tehat tudatositanunk kell tanuléinkban, hogy nem n darab kiilon all6 — egymastol
fiiggetlen — egyenlet az egyenletrendszer, hanem nagyon is 0Osszefliggd, hiszen a

(1, 22, ... , Zn) szam n-esnek minden egyenletet ki kell elégiteni.

29. Az egyenletrendszerek ekvivalens atalakitasai
— két egyenlet felcserélése
— egyik egyenlet tobbszorosének hozzaadasa a masik egyenlethez
— minden egyenleten kiilon-kiilon végrehajthatok az egyenleteknél targyalt
ekvivalens atalakitasokat.
Természetesen, ha az = jel helyett <, >, <, > jelek szerepelnek az egyes nyitott

mondatokban, akkor egyenlétlenségrendszerrél beszéliink.

30. Az algebrai egyenletrendszerek megoldasainak médszerei

1) behelyettesité modszer

2) egyenld egyiitthatok modszere

3) 0Osszehasonlito modszer

4) grafikus megoldas

5) uj ismeretlenck bevezetésének modszere

A kozoktatasban csak két-, legfeljebb haromismeretlenes els6-, legfeljebb masodfokt

egyenletrendszerekkel foglalkozunk. A t6bbi egyenlettipust — trigonometrikus, logaritmikus,

exponencialis — az adott témakor fogalomrendszerében targyaljuk.

Végiil zarjuk az egyenlet, egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek témakort harom olyan
megfontoland6 jo tanaccsal, amit mindenképpen bele kell plantalnunk a tanulokba.
1) Meg kell vizsgalni a megoldhatosag feltételét. Alaphalmaz — értelmezési tartomany.
2) Elkell donteni a megoldas utjat, modjat — ha egyaltalan meghatarozhatok a gyokok.
Mi a célravezetd modszer?
3) Ellendrizni kell a megoldast. Minden gyokot megkaptunk, valoban gyokok az értékek,

nincsenek-e hamis gyokok, nincs-e gyokvesztés?

31. Azonossagok
Egy egyenletet azonossagnak neveziink, ha az igazsaghalmaza megegyezik az
alaphalmazéval.

(Az azonos egyenldtlenségre ugyanez igaz.)
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Barmennyire is a fogalomrendszer ,,végén” szerepeltetjiik ezt a fogalmat, a valosagban
lényegesen korabban tanitjuk. Az egyenletek tanitdsaval egy id6ben, a gyokok vizsgalatakor
és ellendrzésekor, mar példakkal illusztraljuk ezeket a specidlis egyenleteket. Egy példaval
mutatjuk meg, hogy miért nem jo az azonossagra az a definiciod, hogy ,,a valtoz6 minden
szoba johetd értéke gyoke az egyenletnek.”

Példaul az (x — 2)(x — 3) = 0 egyenlet nem azonossag az egészek halmazan, viszont azonossag

az A= {2; 3 } kételemi alaphalmazon.

Az azonossagok, — mint egyenletek — megoldasanal ugyanazokat a 1épéseket alkalmazzuk,

mint az egyenleteknél.

32. Nevezetes azonossagok
Amint az algebrai kifejezéseknél taljutottunk a tobbtag szorzasa tobbtaggal

témakoron, mar elohozhatjuk az egyszeriibb konkrét azonossagokat, bizonyitassal egyfitt.
Mi a bizonyitasok ismertetésétél ebben a jegyzetben eltekintiink, de felhivjuk a figyelmet
arra, hogy az algebrai bizonyitasokon tal célszeri geometriai bizonyitasokat is alkalmazni.
Egyrészt szemléletes, masrészt a divergens gondolkodast is fejleszti, nem beszélve arrdl, hogy
a jellegzetes tipushibak megmutathatok — ezaltal elkeriilhetOk — a geometriai bizonyitdsok
tanitasaval.
A kovetkezd nevezetes azonossagokat tanitjuk a kozoktatasban:

1) (a = b)>’=a? + 2ab + b?

2) (a+ b)®=2a®+ 3a’h+3ab? + b°

3) (a+b)a—h)=a’-b’

4) a’+b*=(a+b)a*- ab+b?

5) a*—b*=(a—b)(@®+ ab+b?

6) a"—b"=(@-b)@"*+a" - b+d" B+t "+ a- b2+
Célszerti megmutatnunk, hogy az a" + b" csak akkor frhat6 fel ilyen szorzat alakban, han >3

paratlan természetes szam.

33. Néhany nevezetes egyenlotlenség
Erdekességként az olvaso figyelmébe ajanlunk néhany olyan osszefiiggést, amit a jobb

képességli tanuloknak mindenképpen célszerli megmutatni.

1) a+£22, acR”
a
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2) a’+b’>2ab, ab eR
3) a®+b’+c®>ab+ac+bc, abceR

4) @§a+b , abeR; a>0;b>0
c

Ezekkel egyrészt alkalmazzuk az algebrai kifejezéseknél tanultakat, mdasrészt jartassagot

szereztethetiink a bizonyitasi technikdkban.

34. Néhany nevezetes Osszeg

Mind a sorozatok, mind az egyenletek fogalomrendszeréhez kapcsolhatok a kovetkezo
Osszefliggések. Ezekkel egyrészt a két fogalomrendszer kozti kapcsolatot (kiilon struktara)
mutatjuk be, masrészt j6 alapot adunk a teljes indukcids bizonyitasok begyakorlasahoz.

1) 1+2+3+...+(n1)+n:—n(n2+1) ;

2) 1+3+5+...+(2n-1)=n;
3) 2+4+6+...+t2n=n(n+1);

e 6 )
5) 13+28+3%+ +n3:[n(n+1)T
>

Osszegezve:

Az algebrai kifejezések, egyenletek, egyenlétlenségek fogalomrendszere nagyon
Osszetett és szerteagazd, minden egyéb témakdrrel kapcsolatba hozhato. A rendszer kiépitése
mar also tagozatban megkezdddik (halmazok, kijelentések, nyitott mondatok, szamfogalom)
¢s a 12. osztalynal sem fejezdédik be. Nagyon sok ide tartozd ismeretet — amit ebben a
fejezetben nem targyaltunk — csak a felsoktatdsban tanitunk. Ahogy bdviil a tanulok
matematikai ismeretrendszere mas témakorokbol, tigy tudjuk szakaszosan és folyamatosan
bdviteni az algebra e témakorének ismeretrendszerét is. A tanarnak mindig figyelni kell az

egymasraépitettségre és a fokozatossagra.

Kulcsszavak
algebrai kifejezések és tipusai
hatvanyok
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polinomok, fokszam, egyenloség
helyettesitési érték

egyenletek és tipusaik
megoldasi modok
egyenlotlenségek
egyenletrendszerek
azonossagok

nevezetes azonossagok
nevezetes egyenlotlenségek

nevezetes 0sszegek

Kérdések, feladatok:

1) Elemezzen egyenletmegoldasokat az ekvivalens, és az azonos atalakitasok
szemszOgebol!

2) Gylijtse 0ssze azon ismereteket az algebrai kifejezések témakorbdl, amelyek a
masodfoku egyenletek megoldasdhoz nélkiilozhetetlenek!

3) Keressen példakat a Hajdu-féle tankonyvcsaladbol az egyenletrendszerek

megoldasanak modszereire!

Kotelezo irodalom:

1. Dr. Szendrei Janos: Algebra és szamelmélet, foiskolai tankonyv
Tankonyvkiado, Budapest, 1974

2. Faragd Laszlo: Szoveges feladatok megoldasa egyenlettel
Tankonyvkiado, Budapest, 1969

3. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia II. fiskolai jegyzet
Bessenyei Kiado, Nyiregyhaza, 2004

Ajanlott irodalom:

1. Kratofil Dezs6: Algebra
Miiszaki Konyvkiadd, Budapest, 1973

2. Dr. Hajdu Séandor szerkesztésében: Matematika 5-12. tankdnyvek
Miiszaki Konyvkiado, Budapest, 2004-2010
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V. Relaciok, fiiggvények, sorozatok

Mint az el6z6 fejezetben kifejtettiik, az algebra alapja és egyben kovetkezménye a
matematika szakteriileteinek. A fliggvényekre hasonlé kijelentés tehetd. Nincs olyan témakdre
a matematikdnak, ahol a fiiggvények — illetve az ezekhez kapcsolodd ismeretek — ne
jatszananak fontos szerepet. A matematikai felfedezések, kutatdsok zome visszavezetheto a
relaciok, fliggvények, sorozatok témakorre.

Ennek roppant egyszerli a magyardzata. Mar a primitiv ember egyik legjelentdsebb
felfedezése volt az oksagi viszonyok felismerése. A tapasztalat megtanitotta ket arra, hogy
bizonyos eseményeket ugyanazok az események eléznek meg, vagy ugyanazok az események
kovetnek. Ennek fliggvényében érthetd, hogy mar elég kordn jelentkeztek azok a torekvések,
hogy a mennyiségek kdzotti ok-okozati sszefliggéseket matematikai eszkozokkel fejezzek ki.
A matematikai kutatisokban a fiiggvény Descartes Ota valt fontossd. O a fiiggvényt
megfeleltetésnek, egymashoz rendelésnek értelmezte.

Voltak mas elképzelések is, példaul Leibnizé, aki tetszdleges alakzatok és egy szakasz
kozti kapcsolatot tekintett fliggvénynek. Egyébként maga a ,,fliggvény” elnevezés Leibniztdl
szarmazik. A késobbi kutatdsok Descartot igazoltadk. Majd Newton €s Leibniz eredményei az
infinitézimalis szamitdsokban, tovabba egy sor nagy matematikai kutaté (Euler, D’ Alambert,
Lagrange, Fourier, Cauchy, Cantor, Weierstrass, Riemann stb.) munkassaga nyoman alakult
Ki a ma is elfogadott fliggvényfogalom.

Nevezetesen:
A fliggvény két halmaz kozti olyan megfeleltetés, hogy az egyik halmaz minden
eleméhez a masik halmaz pontosan egy elemét rendeli hozza.
Ehhez kapcsolodo mas megfogalmazasok:
1) A fuggvény olyan (X ; y) rendezett elemparok halmaza, amelyben minden x-hez
pontosan egy Y tartozik.
2) A fuggvény olyan binér relacid, amelyre igaz, hogy ha (X ; y) és (X ; y’) mindegyike
eleme a relacionak, akkory =y’.
3) A figgvény valamely A halmaznak valamely B halmazba valdé olyan egyértelmii
leképezése, amelyet meghataroz az (X ; y) rendezett elemparok halmaza, ahol xe A és

yeB.

A fliggvények tanitdsanak tobbféle modja ismert a kdzoktatasban. Van olyan elképzelés,

hogy specidlis alapfiiggvényekkel, sorozatokkal vezetik be a fliggvényeket, (példaul
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egyenes aranyossag, forditott ardnyossag, szamtani sorozat, mértani sorozat, abszolutérték
stb.), konkrét mintapélddkon szemléltetve a fliggvények lényeges jegyeit, majd késébb
altalanositjak ezeket a tulajdonsagokat, aminek alapjan 1étrejon a fliggvények fogalmanak
szintézise.
Tehat mar fiiggvényrél beszélnek akkor, amikor még nem értelmezték pontosan a
figgvényt.

Egyébként ez az ut is jarhatd, hiszen a tanuldkhoz kozelallo, kordbbi ismereteiket meg
nem halado, konkrét példakon keresztiil juttatjuk el az ismereteket hozzajuk. A masik ut —
amit mi is kovetink — a fliggvények fogalomrendszerének felépitése a rendezett
elempéarok halmazatol a fliggvények, sorozatok tulajdonsadgainak bemutatasaig. Az elsé
felépitési moédban a részismeretek Osszessegébdl tevodik Ossze a fogalomrendszer, a

masik esetben az eredetet, a felépitésmodot, az egymasraépitettséget hangsulyozzuk.

Barmelyik felépitésmoddal is probalkozunk, a végsé célunk csak az lehet, hogy a
relaciok, fliggvények, sorozatok fogalomrendszerét kiépitsiik.
Ahogy a Klasszikus algebra fogalomrendszerénél mondtuk, itt is vannak olyan egyszerti
¢s magasabbrendi fogalmak, amelyek mas fogalomrendszernek is épitékovei. Ez ismét az
egyes fogalomrendszerek kozti szoros kapcsolatot, a matematika kiils0 strukturajat

(fogalomrendszerek kozti kapcsolatat) mutatja.

A fiiggvények, sorozatok, fogalomrendszere

1. Halmaz, elem, eleme
A fliggvény értelmezéséhez nélkiilozhetetlen, hiszen a halmazok, illetve azok elemei

kozti megfeleltetéseket vizsgaljuk.

2. Descartes-szorzat, rendezett elemparok halmaza
A rendezett elemparok halmazat, azaz a két halmaz kozti kapcsolatot abrazolhatjuk az
Osszes eset felirdsaval, tablazattal, nyildiagrammal. (Azért célszerli igy abrdzolni, mert

ezekbdl kozvetleniil levezethetdk a fliggvények.)
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3. Relacio

Két nem tlires halmaz U és K elemei kozti kapcsolat, vagy mas néven megfeleltetés,

Osszefliggés, hozzarendelés, latin szoval relacio a két halmaz elemeibdl képezhetd

rendezett elemparoknak egy nem {ires részhalmaza.

Példaul:

U={a; b;c;d}; K={;I;m;n}

A kapcsolat a két halmaz elemei kozott: az a, b, ¢, d személyek milyen Kk, I, m, n

sportagat valaszthatnak.

Abrazolasa:

1)
@; J),
(65 ),
(c; ),
(d; ),

@k, (@, @m), [@n),

(B; k), [(B: 1), (b;m), (b;n),

€k, (€l [e;m), (c;n),

(d; k), (@), (dim), (d;n)

A Descartes-szorzatbol megjeldljiik a kapcsolatnak megfelelé rendezett elemparokat.

A K elemei
{j| k|l im|n

2l alolo| 1|01
5 Al
@
5 bi0|1]1{0]|0]
gl ci0j0j0|1!0

| di0/0|0;0]0

irunk azon rovatokba, ahol az elemek relacioban vannak

Az U halmaz elemeibdl nyil vezet a K halmaz megfeleld elemeibe.

2)
A tablazatban 1-est
egymassal.
3)
U:
K..
TAMOP Eger
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Az ilyen abrazolasokbol szépen latszik, hogy az U melyik eleméhez a K melyik elemét
rendeljiik hozza. Természetesen a relaciok esetén egy U-beli elemhez t6bb K-beli elem is
rendelhetd €s viszont.

(Vannak olyan elméletek is, hogy a relacioé fogalmat tekintik a fliggvény alapfogalmanak
¢és a tulajdonsagait axidmaknak, és nem a halmazelméletbdl szarmaztatjak a fiiggvényt.

Viszont ez a fajta megkdzelitési mod is visszatér késobb a halmazelméleti alapokra.)

4. Alaphalmaz, képhalmaz
Azt a halmazt (esetiinkben az U-t), amelynek eleméhez hozzarendeljiik egy masik
halmaz elemeit alaphalmaznak a masik halmazt (esetiinkben K) képhalmaznak
nevezzik.

Jelolése: xeU; yeK; f:U—>K; xpbvy

5. Hozzarendelések
A hozzarendeléseknek két fajtajat kiilonboztetjik meg. Ezt konkrét példakkal meg is

mutatjuk.
Egyértelmii a hozzarendelés, ha az alaphalmaz elemeinek legfeljebb egy képiik van a
képhalmazban. Egyébként a hozzarendelés tobbértelmii, azaz az alaphalmaz elemeinek

tobb képiik is van a képhalmazban.

Egyértelmli hozzarendelés:
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Tobbértelml hozzarendelés:

Ezeken tul, mindkét hozzarendelés-tipusnak még két fajtajat kiilonboztetjiik meg.
Nevezetesen: egy — egyértelmii ;  tobb — tobbértelmi
egy — tobbértelmii ;  tobb — tobbértelmi

Mindegyik hozzarendelés-tipust sok-sok konkrét példaval kell szemléltetniink, mert itt
mutathatjuk meg azt, hogy a relaciok koziil az egyértelmiiek adjak a fliggvények alapjat. Sot,
mar itt lehet érzékeltetni az egy-egyértelmii megfeleltetésekkel az invertalhatosadgot, mintegy

elokészito jelleggel.

6. Filiggvény (mint specialis relacio)

A fentiek elsajatitasa utan mar kimondhat6 a fliggvény definicioja.

Legyen az U halmaznak A egy nem iires részhalmaza. Az A halmazon értelmezett
fliggvénynek nevezziik az olyan hozzarendelést, amelynél az A minden elemének pontosan
egy képe van a K képhalmazban.

Az A halmazt a fliggvény értelmezési tartomanyanak nevezziik (D) — ezek elemei a
fiiggetlen valtozok. A képelemek halmaza — a fliggvényértékek — a képhalmaznak azok az
elemei, amelyeket a fliggetlen valtozd értékeihez rendeliink. A fliggvényértékek halmaza az

értékkészlet (Ry).
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\/f: A->B9OK, x> f(x)v

Tudatositanunk kell a tanulokban azt, hogy egy fliggvényt akkor tekintiink adottnak, ha
megadjuk a fliggvény értelmezési tartomanyat (az A elemeit), a képhalmazt (a K elemeit) és a

hozzéarendelés szabalyat.

Szam — szam fiiggvény

A fliggvény fogalmanak kialakitdsa soran sokféle példat sziikséges mutatnunk, amivel
a fliggvények lényegét kiemeljiik.
(Tanulok—szakkorok, — tanulok—osztalyzatok, emberek—targyaik, sikidomok—keriiletek,
sikidomok—teriiletek stb.) Viszont a matematikdban mi szam-szam fliggvényekkel

foglalkozunk.

Egy fliggvényt szam-szam fiiggvénynek nevezzik, ha az alaphalmaz és a képhalmaz is

szamhalmaz.

7. Jelolési modok
Kétféle jelolési moddal taldlkozhatunk a kozoktatdsban. Mindkettét célszerii
megmutatni a didkoknak és felvaltva kell hasznalni is azokat.
1) Az egyenlettel torténé megadas:
y =f(x), ha az értelmezési tartomany: R ; az értékkészlet: R .
2) Hozzarendeléssel torténé megadas:

ffR->R; x f(x)

Ez utébbi jobban kifejezi a fliggvények lényegét (hozzarendelés, leképezés), viszont az
egyenlettel torténd megadas a gyakorlatban jobban hasznalhato. (Abrazolas, inverz képzés,
fiiggvényértekek, fliggvénytulajdonsdgok meghatarozasa stb.
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8. A fiiggvények megadasa
— értéktablazattal

Akkor célszerli ezt a jelolésmodot alkalmazni, ha a fliggvény értelmezési tartomanya
véges szaml elemet tartalmaz, vagy ha a fliggvény véges szamu elemparral

egyértelmiien jellemezhetd.

— nyildiagrammal
-2 -1

I
—

L
T

7 =5

R, (T T
ghd O e

(Ennek alkalmazhatosagara is igaz az elobbi megallapitas.)

— grafikonnal

Y

1

1+ :

0 : X
/ ;
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Amennyiben a Descartes-féle koordinatarendszert még nem tanultak a tanulok, akkor
mindenképpen be kell vezetni ezt a fogalmat, és tisztazni kell az abszcissza és az
ordinata fogalmakat.

(Egyéb témakorok tanitdsandl szamos esetben taldlkozhattak a tanulok a

koordinatarendszerrel.)

—  képlettel
ffR>R; X X*+3 vagy
Di=R; Ri=R; y > X +3

— utasitassal (szoveggel)
Amennyiben az el6z6 moédokon nem, vagy csak nagyon bonyolultan oldhaté meg a
hozzarendelés szabalya, akkor alkalmazzuk ezt az eljarast.
Példéul:

Minden haromszoghoz rendeljiik hozza a magassagpontjat.
9. Elemi fiiggvények

— Linearis fiiggvény
Mar az altalanos iskola alsé tagozatan old meg a tanul6 olyan feladatokat, amelyeknél
az egyenes aranyossag ismerete, alkalmazéasa sziikséges. FelsO tagozatban ezeket az
Osszefliiggéseket grafikonon is dbrazoljuk, igy célszerii a linearis fliggvényt is az

egyenes aranyossaggal bevezetni, illetve a fogalmi jegyeket ezzel pontositani.

Legyen m egy tetszéleges valos szdm. Ekkor a valos szdmok halmazan, vagy
annak részhalmazan (A < R) értelmezett, valos értéket felvevé f: A — R ; m > mx

fliggvényt egyenes aranyossagnak nevezziik.

Mint kordbban emlitettiik, az értelmezési tartomany és az értékkészlet megadasaval az
y = mx formaban is megadhato a fliggvény. Ez utobbi megadasi mod azért is
szerencsés, mert igy meg tudjuk mutatni az egyenes ardnyossaggal vald szoros

kapcsolatot.
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(Altalanos iskolai definicié: Két valtozd mennyiség egyenesen ardnyos, ha
Osszetartozo értékparjainak hanyadosa 4llandd. A (0;0) értékpart kivesszik a

hanyadosképzésbol.)

= m alakban is irhatd, ami a zardjelben 1évo

Ennek megfeleléen az y = mx y
X

definicioval ekvivalens.

Az értelmezés utan vizsgaljuk az m meredekségét (iranytényezdjét).

Mindezt természetesen szemléletes abrakkal végezziik.

1)
y
Yy =mx
(m>0)
m
0 1 X
2)
A
y=mx(m=0)
0 1 s
3)

y=nmx
(m<0)

A koz€épsd abra azt a meglepd allitast mutatja, hogy az y = 0 fliggvény is egyenes

aranyossagot fejez ki, hiszen az Y- m = 0 arany allandd, ahol x # 0. Lathato az a
X

k6zos tulajdonsag is, hogy a grafikonok mindegyike olyan egyenesre illeszkedik,

amely athalad az origon.

) 81
TAMOP Eger
Dr. Czeglédy Istvan: Rendszerszemlélet a matematika tanitasaban, 2010



Az egyenes aranyossdg ismeretében mar konnyen kialakithatd a linedris fliggvény
fogalma.

Legyenek m és b tetszdleges valos szdmok. Ekkor a valdés szdmok halmazan,
vagy annak valamely részhalmazin (AcR) értelmezett valos értéket felvevod

f2A —> R; m > mx+ b figgvényt linearis figgvénynek nevezziik.

Az értelmezés utan megmutatjuk az m ¢és a b valdos szamok jelentését, és az
abrazolasban betoltott funkcidjat.
Fontosak a kovetkezd megjegyzések:

Ham # 0, akkor az y = mx + b els6foku fiiggvény. Ennek grafikonja nem lehet
parhuzamos az X tengellyel.

Ha m = 0, akkor ezt a specialis linearis fliggvényt nulladfoku, vagy konstans
fiiggvénynek nevezziik. Ennek a grafikonja viszont parhuzamos az x tengellyel.

Egyenlete: y = b, vagy a leképezés szabalya A — B ; X > b.

A képi dominancidju gondolkodasbdl a fogalmi gondolkodasba valod atmenetet segitik

a grafikonok. Ezeket mindenképpen sziikségesnek tartjuk bemutatni.

1)
y
Y = mx
. b (m>0)
m
/10 1 X
2)
A
¥
__.bv
y=mx(m=0)
0 1 R
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3)

y =mx
(m<0) b

Figgvényvizsgalatok:

Kezdetben a fliggvények grafikonjair6l olvassuk le a megfeleld
tulajdonsagokat, késdbb — a kozépiskola magasabb ¢évfolyamain — mar pontos
értelmezéseket adhatunk. Ahogy boviil a tanuldk ismerete, ugy egyre tobb
tulajdonsagot targyalhatunk.

A linedris fuggvénynél tisztazzuk a zérushely, a monotonitas és a szigoruan
monoton fogalmakat. A fliggvények tovabbi jellemz6it az Gjabb elemi fliggvények

bevezetésénél értelmezzik.

A forditott aranyossag fiiggvénye

crer

informacioval rendelkeznek a tanulék a forditott ardnyossagot illetden, ennek

fliggvénytani megfeleldje egyben az ismeretek szintézise.
Azf: R\ {0} > R; X K (k # 0), vagy masképpen y = K fliggvényt
X X
forditott aranyossagnak nevezziik.
A forditott ardnyossdg grafikonja hiperboldra illeszkedik. Itt szemléletesen
ujabb tulajdonsidgokat mutatunk meg. Vizsgaljuk a paritast és a konvexitast.

A tanuldk eldszor itt taldlkoznak olyan fliggvénnyel, amelyik nem folytonos vonallal

lerajzolhat6 fliggvény grafikonja.
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—  Abszolutérték-fiiggvény
Az f: R — R, X |X| (vagy y = |X|) fliggvényt abszolatérték-
fiiggvénynek nevezziik.

A elemzés ujabb szempontja a szélséérték.

y=|x|

— FEgészrész-fiiggvény
A tanulok tanulmanyaiban ritkan eléforduld fliggvény, pedig elég széles korli a
gyakorlati alkalmazhatdsaga.
Azf: R—R; xm—>[x], (vagy masképpeny =[x ]) fliggvényt egészrész-
fiiggvénynek nevezziik.

Egy X € R egészrészén azt a legnagyobb egész szamot értjiik, amely nem

nagyobb az x szamnal.
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Sok példaval kell megvilagitanunk a fogalom Iényegét, mert az elnevezés kissé

felrevezetd.

Példaul: [2,8]1=2,de [—-1,7]#—-1,hanem[-1,7]=-2, a definici6 szerint.
(Hiszen—-1>-1,7.)

Y y= i
2 ~—
TR
2

1 -

LI X

5 3

Ujabb tulajdonsagok:

A grafikon vizsgélatakor hangstlyoznunk kell, hogy a fliggvény értelmezési
tartomanya a valos szamok halmaza, értékkészlete pedig, az egész szamok halmaza.
A zérushely is kiilonbozik a korabbi zérushelyektdl, hiszen a [0;1] intervallum minden

pontja zérushely.

A grafikonrol az is leolvashat6, hogy a fliggvény nem folytonos. Az egész helyeknél
»szakadasa” van a fliggvénynek.

Mindenképpen meg kell mutatnunk, hogy a fliggvény monoton novekvd (nem
szigorlan monoton), hiszen a valtozd novekvd értékeihez a fliggvényértékek

nemcesoOkkeno értékei tartoznak.

— Tortrész-fiiggvény
Egy x € R valos szam tortrészén az X — [ X ] szamot értjiik. Jele: {x}.
Azf: R — R, x —>{x}, vagy masképpeny = {x} = x — [ x ]} fuggvényt

tortrész-fiiggvénynek nevezziik.
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Itt is célszerli konkrét példdkon érzékeltetni, hogy példaul nem feltétlen a tizedestort

tortrésze a tortrész-fliggvény értéke.

Példaul {2,35} = 0,35, hiszen 2,35-2=0,35, de {- 3,7} # - 0,7, mert
{~37}=-37-(-4)=03.

Ezen beliil meg kell vizsgaltatnunk a szakadasi helyeket is.

A korabbi fiiggvénytulajdonsagokhoz tarsult a periodicitas ¢és a korlatossag. A
grafikon elemzése soran mutathatjuk meg, hogy az értékkészlet a [0;1[ balrdl zart,

jobbrol nyilt intervallum.

— Elojel-fiiggvény (szignum fliggvény)

A matematikai kutatasokban nagyon gyakran hasznalt fogalom. A kozoktatas
matematika tananyagaban nem szerepl6é tananyag. (Legfeljebb emelt szintli érettségin,
illetve fakultacion jon elo.)

Ennek ellenére, a teljesség — €s az érdekesség — kedvéért célszerli bemutatni €s

elemezni ezt az elemi fliggvényt is.

y = sgnx
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Mar a grafikonbdl is latszik, hogy az eldjel-fiiggvény (szignum fliggvény) az a
fiiggvény, amelyre:
1,hax>0
f: R—R; X4 0,hax=0
-1, hax<0

Szintén a grafikonrol olvashat6 le, hogy monoton novekvd, korlatos, van szélsdértéke,

paratlan fliggvény, nem folytonos.

— Masodfoku fiiggvény
Azf:R—R;, X ad + bx + ¢ fliggvényt masodfokia fiiggvénynek
nevezzik, ahola, b,c e Résa+#0.
Ez a fogalom illeszkedik a hatvanyozas ¢és a masodfoku egyenletek

fogalomrendszerébe, tovabba tobb fizikai fogalomrendszernek is eleme.

y = ax bx +c¢

(a>0)

Mindenképpen sziikséges az a (a foegyiitthatd) elemzése, illetve a parabola
tengelyével vald kapcsolatanak megmutatasa. Arra is fel kell hivni a figyelmet, hogy a
= 0 esetén a masodfoku fliggvény linearis fliggvénybe megy at, fliggben a b, ¢
értékétol.

A tengelypont — teljes négyzetté valdo kiegészitéssel torténé — meghatarozasa a
sz€lséérték megallapitasdhoz, ¢és a masodfokii egyenlet megoldasdhoz is
elengedhetetlen.

A masodfoku fliggvények tanitdsakor mar sok fliggvényvizsgalati szempontot

alkalmazhatunk, és nem csupan a grafikonrdl vald leolvasassal.
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gy vizsgaljuk az értelmezési tartomanyt, az értékkészletet, a monotonitast, a
szélsOértéket, a paritdst, a periodicitast, a korlatossagot, a konvexitast, a zérushelyet és

a tengelymetszeteket.

— A négyzetgyokfiiggvény
A fogalmat mar Aaltalanos iskolaban bevezetjiik, amikor valds szdmok
négyzetgyokét kell meghatarozni, példaul a Pitagorasz-tétel alkalmazasakor.
A kozépiskolai oktatasban tudjuk beilleszteni a fiiggvények fogalomrendszerébe egy
ujabb ismereten, a fiiggvény inverzén keresztiil. Az egy-egyértelmili leképezéseknél

mar elékészitettiik az inverz fliggvény fogalmat.

Az :R"U{0} >R, x> Jx fliggvényt négyzetgyokfiiggvénynek nevezziik.

—_

I

"b [ — -
x

Mindenképpen ki kell emelni, hogy az y = x* fliggvénynek nem létezik az
inverze, mert nem kdlcsondsen egyértelmii leképezés.

Amennyiben a nempozitiv, vagy a nemnegativ valdos szdmok halmazan
tekintjik az y = x* fiiggvényt (sziikitjiik az értelmezési tartomanyt), akkor mar 1étezik
az inverze, mégpedig vagy az y = — Jx, vagyaz y=+ Jx
A fenti grafikonrol szépen leolvashatdé minden inverzre jellemzé tulajdonsag:

Példaul a legfontosabbak:

Ds — Rs csere, azonos értelmii monotonités, az y = X egyenesre valo tiikrozeés.
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Meger6sithetjiik azt a kordbban tanult ismeretet is, hogy miért csak nemnegativ valos
szamoknak értelmezziik a négyzetgyokét. Tehat ennek a fliggvénynek a targyalasa
soran is sok belsé koncentracids lehetdséget tudunk megvaldsitani, és meg tudjuk

mutatni a fogalomrendszerek kozti szoros 0sszefliggést is.

—  Exponencialis fiiggvény
A hatvanyozds altalanositasa utan, amikor tisztaztuk, hogy barmely pozitiv
valos szam felirhato a* alakban, ahol a € R* és a # 1, bevezethetjiik az exponencialis

fliggvény fogalmat.

Azf R — R ; x — a*fiiggvényt exponencialis fiiggvénynek nevezziik, ahol acR" .

/
y /y:a‘
(@a>1)
‘//1
0 X
A
y
y=2a
1 (@a=1)
0 X
0 X
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A monotonitasnal — konkrét példakon keresztiil — tisztaznunk kell az a
szerepét. Ha a > 0 szigortian monoton nd, ha a < 0 szigortian csdkken a fiiggvény. Uj
ismeretként jelentkezik az y = 1* formula, azaz az a = 1 esetén exponencidlis lesz-€ a
fliggvény.

Mivel mind a hatvanyozas alapfogalmaibol, mind a fliggvény grafikonjabol
kideriil, hogy ez egy konstans fliggvény, igy nem érvényesek ra az exponencialis
fiiggvény ismérvei, holott ez specialis exponencialis fliggvény.

Ezt a logaritmusfliiggvény bevezetésénél is hasznositani tudjuk. Azt is célszerii
megbeszélniink a grafikon elemzése soran, hogy attdl, hogy egy fliggvény alulrol

korlatos, még nem biztos, hogy van sz¢lsdértéke (abszolut, vagy lokédlis minimuma).

— A logaritmus fiiggvény
Miutdn megbeszéltiik, hogy az exponencialis fliggvény vagy szigortian
monoton nd (a > 1), vagy szigortan monoton csokken (0 < a < 1), bevezethetjiik a
logaritmusfliggvényt, mint az exponencialis fliggvény inverzét. Természetesen, ehhez

sziikséges a logaritmus (mint hatvanykitevd) értelmezése.
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Itt hivatkozhatunk arra is, hogy az y = a* — ben az a # 1 feltétel miért
sziikséges. (Miért nem értelmezziik az y = log; X ,,fliggvényt”, illetve y = 1 inverzének

grafikonja az y tengellyel parhuzamos egyenes lenne, ami nem fliggvény.

Az f:R" - R, x  log,x fiiggvényt logaritmusfiiggvénynek nevezziik,
aholaeR"ésa# 1.
Mint minden inverznél itt is célszerli megmutatni az értelmezési tartomany —
értékkeészlet ,.cserét”, a monotonitds ,,megmaradasat”, valamint az y = X egyenesre
vonatkozo6 tiikrozést.
Mindkét fliggvénynél Ujabb vizsgélati szempont keriil el6térbe, nevezetesen az

aszimptota fogalma.

— A trigonometrikus fiiggvények

A szinusz-, a koszinusz-, a tangens- és a kotangensfiiggvény tartozik ebbe a
témakorbe. A hegyesszogek szogfliggvényeinek szemléletes bevezetése utan (aranyok
a derékszogli haromszogben), targyaljuk a szogfliggvények altalanositasat (mint az
egységvektor merdleges vetiileteit), amib6l kdzvetleniil levezethetfk az y = sin X ,
y =cosX,y=1gXx,y = ctg x fliggvények.
Az f: A (cR) —» R ; x t>sin X szinuszfliggvény altalanositasat és abrazolasat
mutatjuk meg a kdvetkez6 abran. A tobbi szogfliggvénynél is ehhez hasonléan hivjuk

segitséglil az egységvektor elforgatottjainak vetiileteit.

A

Y1

P A

sin a e
a p—
T cos a |0 R
-1
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(80°  270° 360

Itt is elengedhetetlen a bels6é koncentracid hangsulyozasa.

(Kapcsolat a vektorokkal, a vetiiletekkel, a forgasszogekkel, a radiannal stb.)

Vizsgalati szempontbdl 1) elemként jelentkezik a periodicitds, ha esetleg a

tortrész fliggvényt még nem tanultdk korabban.

Mas elemi fliggvényt nem tanitunk a kozoktatasban. Viszont, amikor a
trigonometrikus fliggvények tanitasat befejeztiik, sziikséges egy szintetizalds, ami a
fiiggvények tulajdonsagainak vizsgalatdit mutatja be. Ez a szint mar talmutat a
tulajdonsagok abrakrdl vald leolvasasan, pontos értelmezést kell adnunk, amit

matematikai szimbdlumokkal is rogzitiink.

A kovetkezd példan a konvexitast és a konkdvitast mutatjuk meg. (A tobbi tulajdonsag
matematikailag pontos targyaldsa a Hajdu-féle tankonyvcsaldd 12. osztalyos tankonyvében
megtalalhato6.)

Az f valos valtozos valos értéki fliggvény értelmezési tartomanya egy intervalluman alulrél
(gyengén) konvexnek nevezziik, ha az adott intervallum barmely egymastol kiilonbdzd x; és

X2 pontjaira teljesiil, hogy

X, + X, < f(x, )+ f(x,)

f
( 2 2
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Ugyanilyen feltételekkel alulrol (gyengén) konkav, ha

X, + X, )5 f(x, )+ f(x,)

f
( 2 2

/A

Fedeztessiik fel a tanulokkal, hogy szamtani kozepek fliggvényértéke és a
fliggvényértékek szdmtani kozepe kozott kerestiink 0sszefliggést. Ez az ismeret mar
olyan magas szintii, olyan sok absztrakciot és altalanositast feltételez, hogy még a jobb
képességli kozépiskolai tanuldknak is csak erds szemléltetéssel tanithato.
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10. A fiiggvénytranszformaciok

Bar a fogalomrendszer végére tettiik ezt az ismeretet, de a tanitasa kdzvetleniil
az egyes elemi fliggvények utan torténik.

Kilon ki kell térniink a valtozo és az érték transzformacidira, és ki kell
alakitani azt az algoritmust, amivel az elemi fliggvények grafikonjabol eljutunk az
Osszetett fliggvények grafikonjahoz.

P¢ldaul az y = |2X -3 | egyenlettel adott fliggvény abrazolasanak transzformacids
lépései (Dr =R ; Ri=R):
1) Atalakitas:

3 3
=[2x=3]=|2(x—= =) [=2|x- =
x=|2c-3]= [20- )] =2+[x- 7 |

2) Azy= x| abrazolasa,

3) Azy= |X— ry | abrazolasa (valtozo-transzformacio)

4) Azy=2- | X — % | abrazolasa (érték-transzformacio)

A fluggvényekkel kapcsolatos tovabbi ismeretek (hatarérték, folytonossag, derivalas
stb.) nem képezik a koOzoktatas targyat, de a fliggvények fogalomrendszeréhez

szervesen hozzatartoznak.

Végignézve a fliggvények fogalomrendszerén, lathato, hogy 8-10 évfolyamot is atfog egy
ilyen szertedgazd, minden mas fogalomrendszerrel kapcsolatban 1évd, sokrétiien
alkalmazhatdé rendszer. Az egyéb ismeretanyag boviilésével bdvithetd tovabb a
fliggvények ismeretrendszere is. Igy jutunk el az altaldnos iskola elokészitd szakaszatol a
kozépiskolai fliggvényvizsgalatokig, amivel befejezziik a kozoktatasban a fliggvények
tanitasat.

Eppen ez a hosszu id6 teszi sziikségessé a tanar részérdl a rendszerben valé gondolkodast,
tovabba azt, hogy mindig tudatosan ¢épitse fel oOrait, azaz érvényesiiljon az
egymasraépitettség, a fokozatossag, tervezze meg a kiils6 és a belsé koncentraciot,

tovabba a folyamatos ismétlést.
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A sorozatok fogalomrendszer

A fuggvények fogalomrendszerének szerves része a sorozatok rendszer. Szamos
specifikum miatt mégis célszerti kiilon egységként kezelni. Mas a felépitési mod, szdmos
tulajdonsagban, alkalmazasban, kiils6 és belsé koncentracioban kiilonboznek a klasszikus
figgvényektol, és nagyon sokféle olyan sorozatot tudunk képezni, amelyek nem
szamsorozatok. (Abrasorozat, betlisorozat, transzformacidk sorozata, részhalmazok
sorozata stb.)

Mindegyiknek megvan a maga jelentésége és funkcidja. Az egyes témakorok
tanitasandl szivesen hasznaljuk a sorozatokat, akdr motivacids szandékkal, akar azért,
hogy az 1) fogalom kialakitasat, illetve annak a rendszerbe torténd integralodasat segitsiik.

A tovabbiakban mi a valos szamsorozatokkal foglalkozunk.

Valés szamsorozatnak neveziink minden olyan filiggvényt, amelynek értelmezési
tartomanya a természetes szamok halmazdnak egy részhalmaza, értékkészlete a valos
szamok halmazanak egy részhalmaza.
Megfelelé példakon keresztiil fedeztetjiik fel a definiciot:
Példaul:

Adjuk meg azokat a természetes szamokat, amelyek 4-gyel osztva 3-at adnak

maradékul.

l—»3=a,; 24—7=a; 3—1ll=az;...;n—>4n-1=a,

Az ilyen jellegli példakkal mar egészen koran — kisiskolas korban — el6 tudjuk késziteni a
sorozatok fogalmat. Tovabba némi altalanositas utan — szervesen kapcsolodva az algebra
fogalomrendszeréhez — bizonyos szamok altalanos alakjat is fel tudjuk irni.
Példaul:

A paratlan szamok altalanos alakja: a, = 2n — 1, esetleg ax = 2k + 1, vagy a 3-mal
oszthato szamok altalanos alakja: a, = 3(n — 1), esetleg ax= 3k .

(Attol fliggden, hogy n € N*, vagy k € N.)

Ezekkel a felirasokkal szép kapcsolat mutathatd meg a szdmelmélettel, illetve a

maradékosztalyokkal.

Ezek utan nézziik a sorozatok fogalomrendszerét
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Halmaz, elem, eleme
Alaphalmaz, részhalmaz

Ertelmezési tartomany, értékkészlet

A

Descartes szorzat, relacio
Ezeket az ismereteket a fejezet elején értelmeztiik.

5. Véges sorozat, végtelen sorozat

A sorozatok definicidja az el6z0 oldalon olvashato. Ott azért hangsulyoztuk a
»részhalmaza” kifejezéseket, hogy a definici6 mindkét sorozatra igaz legyen, st olyan
esetben is, ahol bizonyos n értékre (véges sok n-re) a sorozat nincs értelmezve.
Példaul:

az an altalanos taggal adott sorozatban n # 1 és n # 2 teljesiil,

S S
(n-(n-2)
tehat az értelmezési tartomany: N € N és n>2.

A végtelen sorozatokndl utalnunk kell a korabban tanult halmazok szdmossagara is.
Egy halmazt megszamlalhatéan végtelennek neveziink, ha ekvivalens a természetes
szamok halmazaval, azaz elemei sorozatba rendezhet6k.

A masik fontos ismeret, ami a sorozatokat megkiilonbozteti a fliggvényektdl
(legalabbis a valds valtozos valos értékli fliggvényektdl) az a grafikon. Mig az altalunk
targyalt fliggvények grafikonja (vagy annak része) folytonos vonallal abrazolhat6, addig a
sorozatok grafikonja (éppen az értelmezési tartomany miatt) diszkrét pontokbdl all. Ezek a
diszkrét pontok illeszkednek egy jol meghatarozott gorbére. (A tovabbiakban végtelen

valds szamsorozatokkal foglalkozunk.)

6. A sorozatok megadasa
Képlettel, tablazattal, grafikonnal, rekurziv médon, utasitassal.
Példaul a pozitiv paros szamok sorozatdnak megadési médjai:
1) (a))=(@2n), ne N é n>0.
2)

2n | 2 4 6 8 10
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3) Az elozé értéktablazat értékparjait abrazoljuk derékszogli koordinata-
rendszerben. A pontok illeszkednek az y = 2x egyenesre.

4) a1=2; an=2"an (Rekurziv megadasi mod.)

5) A sorozat els6 eleme 2, és minden tovabbi elemét megkapjuk, ha az 6t

megelézot szorozzuk 2-vel. (Vagy az el6z6 elemhez 2-t adunk.)

Bar a képlettel valo megadas a leggyakoribb, de szerencsés mindegyiket alkalmazni és

megmutatni a koztiik levd ekvivalenciat.

7. Sorozatok jelolése
Az altalanos tag zarojelezésével jeloljiik azt, amikor a sorozatrdl beszéliink (halmaz),
¢s zarojel nélkiil jeloljiik az altalanos tagot.
Az a, sorozat jele: { a5 }, vagy ( a,) , illetve n-edik tagjanak (elemének) a jele ay .

Ezzel is utalunk a sorozat halmaz eredetére, és az ,,eleme” axidmara.

8. A sorozatok tulajdonsagai
A kozépiskolai oktatasban — mivel a tanulok matematikai eloképzettsége hianyos —
csak néhany tulajdonsagot elemziink, és ezeket is csak konkrét példakon keresztiil.
Altalaban olyan tulajdonsagokat targyalunk, amelyek alkalmazasa egyéb matematikai

ismeretekhez sziikséges.

Az ( a, ) valos szamsorozatot monoton csokkenének nevezziik, ha a, > a,+; minden
értelmezési tartomanybeli n-re teljesiil.

Ha a, > an+1 , akkor szigorian monoton csokkené a sorozat.

Hasonl6an definidlhaté a monoton ndvekedés, illetve a szigorutan monoton novekedés

is.

A korlatossag is egyszerlien szemléltethetd tetszOleges konkrét sorozatokkal, akar
grafikonnal, akar az elemek felsoroldsdval. Megfeleld példakkal megmutatjuk, hogy
egy szigorian monoton ndvekvd sorozathoz is taldlhatunk olyan K valos szamot,
aminél nagyobb eleme nincs a sorozatnak (feliilrél korlatos), és a szigorian monoton
csokken6hoz is talalhato olyan k valos szam, aminél kisebb eleme nincs a sorozatnak
(alulrél korlatos).

Példaul:
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(an)=(n—_lj;asorozatelemei:o;i;g;g; K=1;
n 2 3 4
(an)=(lj;asorozatelemei:l;i;l;l; k=0

n 2 3 4

Megemlithetjiik a hatarérték ismerete nélkiil is, hogy (an) = 1 sorozat nullsorozat.
n

A sorozatok hatarértékét legfeljebb kiegészitdé anyagként, matematika fakultacion
emlithetjiikk meg, ott is csak szemléletesen, a hatarértékekre vonatkozo tétel nélkiil.
Elégséges pusztan a divergencidt és a konvergencidt érzékeltetni néhany konkrét
sorozaton keresztiil.

A torlodasi pontot nem targyaljuk a kozépfokii oktatasban. (Még akkor sem, ha

nagyon szemléletesen megmutathat6 az értelme.)

9. A Fibonacci-sorozat
Mar als6 tagozatban talalkoznak a tanuldk a Fibonacci-sorozattal. A pontos definiciot

csak kozépiskolaban adjuk meg.

Azt a valds szamsorozatot, amelynél a; = 1 ; a; =1 és a, = a,1 + an-2 Fibonacci
sorozatnak nevezziik.
Ez az ugynevezett rekurziv megadasi méd. Ennek a képlettel valdo megaddsa nem
szerencsés — bonyolultsaga miatt — a kozépfoka oktatasban. Viszont targyalhatjuk a
Fibonacci tipusu sorozatokat, amelyeknél a kezd6 elemek kiilonboznek 1-t6l.
Példaul:
a=3; a=5; ap=ap1t+ a2

Ennek a sorozatnak a tagjai: 3;5;8;13;21;34; ...

A Fibonacci-sorozat nem torzsanyag a kozoktatasban, viszont mind érdekessége —
motivald hatds — mind alkalmazhatdsaga miatt mindenképpen javasoljuk a tanitasat.
Nemkiilonben azért is, mert sok olyan tulajdonsiaga van, ami a tobbi témakorrel

szervesen Osszefligg.

Néhany ezen tulajdonsagok koziil:
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1) Monoton névekvd mindenn e N*-ra

2) Alulrol korlatos, alsé korlatja 1. (a3 = az = 1)

3) Feliilr61 nem korlatos

4) A sorozat n-edik tagja 1-gyel nagyobb, mint az elsé (n — 2) elem Gsszege.
(Ezt konkrét vizsgalodas utjan felfedezhetik a tanulok.)

5) a, oszthat6 2-vel, ha n = 3k alaku. (Minden 3. eleme paros.)
a, oszthatd 3-mal, ha n = 4k alaka. (Minden 4. eleme oszthatd 3-mal.)
a, oszthatd 5-tel, ha n = 5k alaku. (Minden 5. eleme oszthat6 5-tel.)
an oszthato 4-gyel, ha n = 6k alaka. (Minden 6. eleme oszthato 4-gyel.)
Tovabbi — oszthatosaggal kapcsolatos — érdekességek keresését bizzuk a
tanulokra.

6) Barmely 1-nél nagyobb természetes szamnak van tobbszorése a Fibonacci
sorozathan.
(Probalgatassal ezt is ellendrizhetik néhany konkrét értéknél a tanulok. A jobb
képességli tanuloktol a tétel igazolasat is kérhetjiik.)

7) A sorozat barmely két szomszédos tagja relativ prim.

8) Szép kapcsolat mutathatdo meg a Pascal-haromszoggel is.
(,,Ferdén” Gsszeadva a Pascal-haromszog elemeit, a Fibonacci-sorozat tagjait

kapjuk.) Ezt 6nallé kutatomunkaként ajanlhatjuk tanuloinknak.

A felsorolt 8 tulajdonsagon tal, még szamos egyéb szabalyossagot is talalhatunk. Ez is
alatdmasztja azt a véleményiinket, hogy torzsanyagként kellene tanitanunk mind az

altalanos-, mind a kozépiskolaban.

10. Szamtani sorozat
Mind a matematikdban, mind a gyakorlati életben egyik leggyakrabban hasznalt
sorozatfajta.
Az ( a, ) valds szamsorozatot szamtani sorozatnak nevezziik, ha barmely tagjanak

(a 2.-t0] kezdve) és az elbtte 1évo tagnak a kiilonbsége (differenciaja) allando.

Ez a definici6 egyben a szamtani sorozat képzési szabalyat is mutatja.
Egyszerliségénél és alkalmazhatdsdganal fogva mar az altalanos iskolaban kialakithato a

fogalom. Viszont Osszetettségét mutatja az, hogy kozépiskolaban is tudunk olyan

) 99
TAMOP Eger
Dr. Czeglédy Istvan: Rendszerszemlélet a matematika tanitasaban, 2010



feladatokat adni e témakorbdl, amelyeket még a jobb képességii tanulok is csak erds tanari

segitséggel képesek megoldani.

Az indukcids 1épéseken keresztiil juthatunk el az altalanos tag felirasaig.
a=a;+0-d; ag=zag+1-d; az=a+d=a;+2-d;....;

ap=apptd=a+(n-1)-d

Amire itt fel kell hivni a figyelmet, az az indexben és a d szorzdjaként szereplo n
értékének azonossaga.

Utalnunk kell az elnevezésre is, aminek kapcsan ismét megvaldsithatunk egy belsd
koncentraciot. A szamtani (vagy aritmetikai) jelzOt azért kapta a sorozat, mert barmelyik
eleme a téle szimmetrikusan elhelyezked6knek szamtani kdzepe.

- a, , +a,.,
2

Kezdetben konkrét sorozatokndl rairanyithatjuk a figyelmet az Osszefiiggésre,
megsejtetjilk a szabalyt, megfogalmaztatjuk pontosan, majd bizonyitjuk a tételt. (Ezt az

utat még az altalanos iskoldban is kovethetjiik.)

A monotonitasra ¢s a korlatossagra mindenképpen ki kell térniink. Konkrét példakon
keresztiil a tanulok szinte maguktdl rajonnek, hogy egy szamtani sorozat csak akkor
korlatos, ha azonos tagokbol all, azaz d = 0.

Ha d > 0, akkor a sorozat szigorian monoton ndvekvo, és alulrél korlatos, de ekkor nincs
fels6 korlatja. (an+1 — an =d >0, akkor an+1 > an .) Az also korlat: k = a; is lehet.

Ha d < 0, akkor a sorozat szigorian monoton csékkend, alulr6l nem korlatos, de feliilr6l
korlatos. Ebben az esetben az a; = K lehet a fels6 korlat. (ans1 — an = d < 0, akkor

an+1 < a.n )

Ezzel a kis okfejtéssel arra akartuk felhivni a figyelmet, hogy a hagyomanyos a;, an, d, Sy
meghatarozason til mas vizsgalatokat is célszeri elvégezni — mintegy kapcsolatot

teremtve mas fogalomrendszerekkel.

11. A szamtani sorozat elsé n tagjanak osszege
El6szor egy konkrét szamtani sorozat konkrét szamu tagjanak Osszegét hatarozzuk

meg — megemlitve a Gauss-mddszert — majd ezutan altalanositunk.
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Egy (an) szamtani sorozat elsé n tagjanak osszege a kdvetkezéképpen hatarozhatd meg:

2a; +(n-1d, "
2

a, +a,

(1) Sn= -n, illetve (2) Sn=

Sy jeloli az elsé n elem Gsszegét, a; a sorozat elsd tagjat, a, a sorozat n-edik tagjat, d a

sorozat differenciajat.

A tételt akar mar az altalanos iskola felsd tagozatan is bizonyithatjuk, de kézépiskolaban
mindenképpen javasoljuk a bizonyitas tanitasat is. A f6 hangsuly azonban a tétel
alkalmazasan, a matematikai problémak megoldasan, és nem a tétel pontos bizonyitdsan

van.

12. Mértani sorozat

A szdmtani sorozathoz hasonléan nagyon sok helyen alkalmazhatjuk a mértani
sorozatokkal kapcsolatos ismereteket is a gyakorlatban.
Elég csak a pénziigyekre, a kamatos kamatra, az amortizaciora, az értékpapirokra, a
hitelekre gondolni. Ezek az alkalmazasi teriiletek egyben azt is mutatjadk, hogy nem
feltétleniil az egyes definiciok tételek pontos kimondasa, bizonyitdsa a cél, bar ez sem
elhanyagolhatd, hanem inkabb a koznapi élet problémainak megoldasa. (Bar ez a

matematika majdnem minden teriiletére elmondhatd.)

Egy ( an) valds szamsorozatot mértani sorozatnak nevezziik, ha van olyan ¢ valds
szam, hogy a sorozatnak mindegyik tagja (a 2.-t6] kezdve) g-szorosa az 6t megel6zo
tagnak:

dn= ap1-(

Egyértelmi, hogy ennél a definicional sziikséges megadni az elsd elemet is ahhoz, hogy a

sorozatot egyértelmiien meghatdrozzuk. A q értéket a sorozat kvdociensének nevezziik.

Ezzel a definicioval nem zarjuk ki a mértani sorozatokbol a csupa 0 elembdl allo sorozatot

sem. (A csupa 0 elembdl 4116 sorozat kvociense tetszdleges valds szam lehet.)

Egy masik definicié szerint, az ( @, ) valds szdmsorozat, mértani sorozat, ha (a 2.-t6l

kezdve) barmelyik elemének és az 6t megelézének a hanyadosa (kvociense) allando.
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Természetesen ez a definicid kizarja a 0; 0; 0; ... ; 0 ; ... sorozatot a mértani sorozatok
halmazabdl. (Megfeleld példakon keresztiil meg kell mutatnunk a tanuloknak, hogy ha
egy mértani sorozatnak valamelyik eleme 0, akkor legfeljebb egy nem 0 eleme lehet.)
Példaul: a;1=5; q=0; 5;0;0;0; ...)

Mivel ez a sorozat teljesen kiillonbozik a tobbi mértani sorozattol, igy ezzel a
tovabbiakban nem foglalkozunk. A tanitds soradn is csak a teljesség kedvéért emlitjiikk meg.

(Elképzelhetd, hogy valamelyik feladat megoldasa éppen ilyen sorozatot eredményez.)

A definiciokbol vezethetjiik le az altalanos tag képletét is:
a; @=a1'q; a=a& g=a ¢ ;.. a=au-g=a-q".

azaz: a,=ar;- q"".

Miutan meghataroztuk az altalanos tag képletét, megmutathatjuk, hogy miért nevezziik
mértani sorozatnak ezt a valos szdmsorozatot.
A mértani sorozat barmely tagjdnak abszolutértéke mértani kézepe a téle szimmetrikusan

elhelyezked6 elemeknek.

| an | R Ay Ay

(Az Osszefliggés az altalanos tag képletének felhasznaldsaval a tanulok szdmara is
kénnyen bizonyithaté. Onallé feldolgozasa is javasolhatjuk.)

A matematikai pontossag megkoveteli, hogy az a, abszolutértékérdl beszeljiink.

Ezt a kdvetkezd konkrét példakkal szemléltethetjiik:
1) aa=1; q=2; asorozat:1;2;4;8;16;32;64; ...
8=+4-16=+2-32=+1-64

2) a1=1; g= —2; asorozat:1;—2;4;-8;16;—32; 64; ...

4= J(2)-(-8) ,de —8# /4-16

3) aa=-1; q=2; asorozat:—1;-2;—-4;-8;-16;—-32;-64; ...

~4#J(-2)(-8) ; -8+ \/(-4)(-16)
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Tehat megfeleld példakkal és ellenpéldakkal a tanuld 6nélldan felfedezi az abszolutérték

sziikségességét. Fontos megmutatnunk azt is, hogy a mértani sorozat szabalya szerinti

csokkenésnél sohasem csokkenhet 0-ra az n-nek tag. (ai# 0 ; q # 0)

A mértani sorozat értelmezése utan célszerti néhany tulajdonsagot elemezni, és dsszevetni

azt a szamtani sorozat megfeleld tulajdonsagaival.

13. Tulajdonsagok

Monotonitas

Haq>1 ¢és a; >0, akkor a sorozat szigorian monoton nd.
Példaul: 2; 6; 18; 54; ...

Haqg>1,a; <0, akkor a sorozat szigorian monoton csokkend.
Példaul: — 2; - 6; — 18; — 54; ...

Ha q =1, akkor a sorozat monoton csokkend és monoton novekvo.
(Azonos tagokbdl all6 sorozat.)

Ha q <0, akkor a sorozat nem monoton. Valtakozo eléjeld.

Tehat mig a szamtani sorozatnal d > 0 esetén a;-t6l fliggetleniil mindig szigortian
monoton névekvo sorozatot kapunk, (d < 0 esetén szigorian monoton csdokkend), addig a
mértani sorozatnal az a;-t6l (illetve barmelyik a;j-tél) és g-tol fiiggden mindegyik eset

el6fordulhat.

Korlatossag

Konkrét példakkal célszerti megmutatni a kiilonbséget a két szorzat kozott.

A szamtani sorozatnal, ha d > 0, a sorozat — az a;-t6l fiiggetleniil — szigorian monoton
novekvo, alulrdl korlatos, feliilrél nem korlatos, ha d < 0 , a sorozat szigortian monoton
csOkkend, felulrél korlatos, alulrdl nem korlatos. Tehdt a sorozat csak d = 0 esetén
korlatos.

A mértani sorozatnal > 1 esetén a sorozat nem korlatos, de ha | q | < 1, akkor korlatos.
Példaul:

1) ai=1; q:1 X asorozat:l;l;l;l;i;---
2 2 4 8 16

Felso korlat 1, also korlat 0. A sorozat szigoruan monoton csokkend.

103

TAMOP Eger
Dr. Czeglédy Istvan: Rendszerszemlélet a matematika tanitasaban, 2010



14.

15.

2) aa=-1; q:i X asorozat:—l;—l;—i;—l;—i;...
2 2 4 8 16

Felso korlat 0, als6 korlat — 1. A sorozat szigorian monoton novekvo.

3) a=1; q:—l ; asorozat:l;—l;l;—l;i;,,,
2 2 4 8 16

Felso korlat 1, als6 korlat — % A sorozat nem monoton.

Az ilyen jellegli vizsgalatokkal sokkal alaposabban meg tudjdk ismerni a sorozatok

jellemzd sajatossagait, ami sokat segit a késdbbiek sordn a problémak megoldasaban.

A mértani sorozat elsé n elemének dsszege

Ezt a tételt is a gyakorlati alkalmazhatosag miatt célszerli hangsulyozottan targyalni.

A kiilonboz0 tagokbodl allo ( a, ) mértani sorozat elsé n elemének az sszege:
q" -1
q-1

a; a sorozat elsd eleme, ( a sorozat kvociense, g # 1.

Snza]_'

(Ennek bizonyitasat 6nallo munkanak ajanlhatjuk a jobb képességii tanuldinknak.)

Mindenképpen elemezniink kell, hogy miért hangstlyoztuk a ,kiilonb6z6 tagokat™.
Egyrészt az azonos — nem 0 — tagokbdl allo sorozat kvociense 1, és igy q — 1 = 0. Ebbdl
adddoan a hanyadosnak nincs értelme.
Masrészt, ha egy sorozat minden tagja a;, akkor az els6 n tag 6sszegét — fliggetlentil attol,
hogy szamtani, vagy mértani sorozatnak nevezziikk — az S, = n - a; 6sszefiiggés fejezi ki.

a, +a; 2a,

(Példaul szamtani sorozatként: S, = > ‘n= 5 ‘n=n-a;)

Jo belsé koncentracids lehetdéség adodik a pozitiv egész kitevdji hatvanyok, az

exponencialis fliggvény és a mértani sorozat kapcsolatanak bemutatédsara.

Hatvany sorozata
Az (an) = (a") sorozat olyan mértani sorozatnak felel meg, amelynek els6 eleme: a; = a ,

¢s a kvociense: q = a.
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Az (a,) = (") sorozat tulajdonsagai:

1) Haa> 1, akkor a sorozat szigoruan monoton ndvekvd, alulrél korlatos.
Példaul: ha a =2, akkor 2; 4; 8; 16; ...
Megmutathat6 a kapcsolat az y = a* exponencialis figgvénnyel is, haa > 1.

2) Haa=1, akkor a sorozat monoton ndévekvd, monoton csdokkend, korlatos.
Példaul: 1;1;1;1; ...

3) Ha0<a<1, akkor a sorozat szigorutan monoton csokkend, korlatos.

Példéul:haazl,akkorl;l;i;i;...
3 3 9 27 81

Keressiink kapcsolatot az y = a* exponencidlis fliggvénnyel, ha0 <a<1.
4) Ha-1<a<0, akkor a sorozat nem monoton, valtakozo eldjelii, korlatos.

Példéul:haa:—l,akkor—i;l;fl;i;—i;...
2 2 4 8 16 32

5) Haa=-1, akkor a sorozat nem monoton, valtakozo eldjeli, korlatos.
Asorozat: —-1;1,-1;1,-1;1; ...

6) Haa<-1, akkor a sorozat nem monoton, valtakozo el6jelii, nem korlatos.
Példaul: haa=-2, akkor - 2; 4; - 8; 16; - 32; ...

7) Haa=0, akkor a sorozat minden eleme 0.

16. Kamatos kamatszamitas
Fontos kapcsolatot mutathatunk meg a szazalékszamitassal is ennek az ismeretnek a
tanitasa soran. A gyakorlati életben leginkabb felhasznalhatd ismeret, ami a betétek
hozamat, illetve az amortizacio kiszamitasat teszi lehetévé. Mindekdzben sok gyakorlati
ismeretet is nytjthatunk a tanuloknak.
Példaul: mit jelent a ,lek6tott” betét, vagy miért nem amortizalodik 0-ra egy gép, és ezt

hogyan kezelik egy cég leltaraban, stb.

Az alaphelyzet:
Ha Ty-nel jeloljiik az n-edik év végén felvehetd dsszeget, To-lal az induld tékét, p-vel a
szazaléklabat, n-nel az évek szamat, akkor a pénziink gyarapodasa a kovetkezd képlet

szerint torténik:

p n
To=To |14 1o
" 0( 100)
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Természetesen nemcsak éves kamatok vannak, hanem havi, illetve heti és napi kamatok
is. (Ezeknek a képleteit megtaldlhatjuk a Hajdu-féle tankdnyvcsaldad 12. osztalyos

matematika konyvének az 59. oldalan)

A gyakorlati élethez kapcsolodva, szerencsés megmutatni, hogy a heti, vagy havi kamat
kis szazaléka éves szinten milyen veszElyt rejt.

Példaul havi 2 %-0s kamatra felvett hitel utan kozel évi 27 %-os kamatot fizetiink. (Nem
beszélve a THM-r6l, azaz a teljes hitelmutatérol, ami minden jarulékos koltséget
tartalmaz, és lényegesen nagyobb visszafizetési 6sszeget jelent, mint az egyszerli kamatos
kamatszamitasi Osszeg. Ezekkel az ismeretekkel a vallalkozoi életre is felkészithetjiik

tanitvanyainkat.

Az amortizécional a Ty = ( - %) képletet hasznaljuk.

Fontos a szazalékszamitasra valo visszacsatolas. Nevezetesen: a 23 %-os novekedés 1,23-

szoros  értéket jelent. A 32 %-os csokkenés, pedig 0,68-szoros értéket.

Ezaz |1+ —— |-bol, illetve az | 1— — |-b6l kiolvashaté.
100 100

17. Végtelen geometriai sor
A sorokat — altalanosan — nem tanitjuk a kozépfokt oktatasban, de mar akar altalanos
iskolaban elékészitjiik. (A végtelen geometriai sor viszont emeltszintii kovetelmény a
kozépiskolaban.)
Szemléletesen — abrakkal — megmutathatjuk, hogy hidba adunk 0ssze végtelen sok tagot,
(még, ha formalisan nem is tudjuk ezt megtenni) lehet, hogy az 6sszegiik véges.
Erre a legszemléletesebb példa Achilles és a tekndsbéka meséje. Ennek matematikai
tartalma:

Vegylink fel egy egység hosszisagu szakaszt, jeloljiilk meg a felét, majd a felének a
felét (negyedét), majd a negyedének a felét (nyolcadat), és igy tovabb. A szakasz
részeinek Osszege: 1 + 1 + 1 + 1 + 1 +...F 1 +..=1

2 4 8 16 32 2"
Tehat a tortrészeknek megfeleld szakaszok hosszanak Osszege egyenld az egész

(egységnyi) szakasz hosszaval.
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A kidolgozott mintapéldabdl lathatd a mértani sor értelmezése.
Haaz (a,) = (a;- q"') végtelen mértani sorozat tagjainak Ssszegét vessziik, akkor

végtelen geometriai sort kapunk.
Megjegyzendd és tisztazando, mert a tanuloknak nem érthetd:

A mértani sorozat végtelen sok elembdl all, mig a sor a végtelen sok tag Osszegét
jelenti. Tehat az egyik egy megszamlalhatéan végtelen halmaz, mig a masik egy
puszta szam, vagy egy szimbdlum ( + o ).

Néhany abraval szépen szemléltethetd a sorok osszege. (Lasd példaul a Hajdu Sandor
szerkesztésében megjelent Matematika 12. osztalyos tankonyv 67. oldalat!)

A mértani sor nagy felhasznalasi lehetdsége az is, hogy meg tudjuk mutatni a végtelen

szakaszos tizedestort raciondlis szdm jellegét.

Pé¢ldaul elég megdobbentd a tanuldknak, hogy 0, 9 = 1. Ennek — fontossaga és belsd

koncentracids lehetdsége miatt — kétféle bizonyitast is adunk. A mas jellegli végtelen

szakaszos tizedestortekre hasonldak igazak.

) 08=0+ % ’ 130 i 10%0 ’ 10300 "
x=0,99999...

10x =9,99999...

Vonjuk ki az als6 egyenletbdl a felsét, azt kapjuk, hogy:
9x=9
Ebbél x=1

Ezaltal igazoltuk az 4llitast.

Ugyanez a bizonyitas sorokkal:
Az a; kezddtagl, q kvociensii végtelen sorozat tagjainak 6ssze, ha 0 < q <1, a
kovetkezd képlettel adhatd meg:

5= -2
1-q

Haq>1, vagy q<-1, akkor a sornak nincs véges dsszege. (Nem érvényes ra a felirt

képlet.) Ezeket konkrét sorokkal szemléltethet;iik.
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2) Ezek utan nézziik a 0,5.9 = 1 bizonyitasat sorokkal!

00=0+2 4+ 2 4 9 , 9
10 100 1000 10000
a; = g . q = i
10 10
(Ugyanisa —; 9. 9 . 9 . sorozat tagjainak 6sszegérdl van szo.)
10’ 100" 1000’ 10000 ' = s ‘
s 9
Azf)sszeg:S: i :& :ﬂ =1
-q 4, 1 9
10 10

Mindkét eljaras felhasznalhatd barmilyen végtelen szakaszos tizedestort tortalakban

(% alakban) torténd felirsihoz.

Mint az elmondottakbdl kideriil a geometriai sort csak érzékeltetjiik, konkrét példakon
mutatjuk meg alkalmazasi lehetdségét, de a ra vonatkozd tételeket nem tanitjuk a

kozépiskolaban.

Egyébként az 1 + 1 + 1 + L + 3 + ... Osszegre vonatkozd Osszefliggés
2 4 8 16 32
kapcsolhato a szamrendszerekhez (nevezetesen a 2-es szamrendszerhez) is.

0,11111...2:0+l+£+1+i+i+...+i+...=1
2 4 8 16 32 2"

Az itt felirt tort a kettes szamrendszerben felirt ,,végtelen kettedes torteket” jelent.

17. Nevezetes 0sszegek
A szamtani sorozatok 0sszegképletét felhaszndlva bizonyithatunk néhdny olyan tételt,
amit mas teriileteken — példaul a térfogatszdmitasnal — hasznalunk, tovabba
alkalmazhatjuk a korabban csak emlitett teljes indukcidos bizonyitast. (Lasd a
szamfogalom kialakitasanal a Peano-féle axidma-rendszert.) Ezek az 0sszegek véges

sok tagot tartalmaznak, de barmilyen nagy n természetes szdmra igazak.

Ezeket az 0sszefliggéseket az algebrai kifejezéseknél mar targyaltuk. Itt a sorozatokkal

valo kapcsolatot mutatjuk meg.
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A tételeket nem bizonyitjuk a kozépfoku oktatasban, de a korrekt, teljes indukcids
bizonyitds megtalalhatdé a Hajdu-féle tankonyvcsalad 12. osztalyos tankonyvének a
Sorozatok cimii fejezetében. Ezen tételek tobbsége kiegészité anyagként szerepel a

kozépiskolaban.

1) Az els6 n pozitiv természetes szam 0sszege:

n(n+1)

Sh=
2

Bizonyitasa a szamtani sorozat dsszegképletével és teljes indukcidval.

2) Az els6 n pozitiv paratlan természetes szam Osszege:
Sh=n

Bizonyitas a szamtani sorozat dsszegképletével €s teljes indukcidval.

3) Az els6 n pozitiv paros természetes szam 0sszege:
Sh=n(n+1)

Bizonyitas a szamtani sorozat 6sszegképletével és teljes indukcioval.

4) Az elsé n pozitiv természetes szam négyzetének Osszege:

n(in+1)(2n+1)

Sh= 5
Az els6é néhany tagig konkrétan kiszamoljuk az Gsszeget, megsejtjiik az Osszefliggést,

majd teljes indukcioval igazoljuk.

5) Az els6 n pozitiv természetes szam kobének Gsszege:

S = [n(n +1):|2
2

Néhany tag esetén kiszamoljuk az Osszeget, megsejtjiik az Osszefliggést, és teljes

indukcioval igazoljuk.

6) Hatarozzuk meg a kovetkez6 0sszeget:
Sp=1-2+2-34+3-4+...+n-(n+1)
Az n - (n+ 1) = n + n atalakitas felhasznalasaval a bizonyitas visszavezethetd az el6zo

tételekre. (4); 1)).
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(Tovabbi érdekes feladatok taldlhatok a Hajdu-féle tankonyvcsaldd 12. osztalyos
tankonyvének 76. oldalan.)

A relaciok, fuggvények, sorozatok fogalomrendszere beépiil a matematika minden
témakorének fogalomrendszerébe. Ez segitheti tjabb fogalmak kialakulasat, illetve mas
fogalmak integralodasat az adott teriilet fogalomrendszerébe. Ebbdl adodoan kelld sullyal kell
kezelni, pontos fogalmakat kell kialakitani, ¢s minden esetben meg kell mutatni a kiilsé és
belsd koncentracids lehetdségeket is.

A reléaciok, fiiggvények sorozatok fogalmai alapjai, és egyben eredményei is a tobbi

témakor fogalomrendszerének.

Kulcsszavak
Descartes szorzat, relacio
a reldcio tipusai, tulajdonsagai
a fiiggvény
a fiiggvenyek tulajdonsagai
fiiggvényvizsgalati szempontok, modszerek
specialis filiggvények
grafikonok
a sorozatok
a sorozatok tulajdonsagai
specialis sorozatok
kamatos kamatszamitds
amortizacios képlet
a végtelen geometriai sor és 0sszege
végtelen szakaszos tizedestort tort alakja

nevezetes véges osszegek

Kérdések, feladatok:
1) Valasszon a Hajdu-féle tankonyvcsaladbol Gsszetett fliggvényeket, rajzolja meg
grafikonjukat, majd elemezze dket a fejezetben megadott szempontok alapjan!
2) Gyujtson gyakorlati példakat a hitelek kezelésére, illetve az amortizaciora, majd

adja meg a probléma matematikai modelljét!
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3) Keressen gyakorlati példakat szamtani-, mértani- és Fibonacci-sorozatokra,
vizsgalja meg a sorozatok tulajdonséagait!
4) Konkrét végtelen szakaszos tizedestortek atalakitasaval mutassa meg a kapcsolatot

a végtelen geometriai sorral!

Kotelezo irodalom:

1. Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 5-12. tankonyvek
Miiszaki Konyvkiado, Budapest, 2004-2010

2. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I1. foiskolai jegyzet
Bessenyei Kiadé Nyiregyhaza, 2004

Ajanlott irodalom:
1. Denkinger Géza: Analizis
Tankonyvkiado, Budapest, 1989
2. Ju. A. Srejder: Egyenldség, hasonlosag, rendezés

Gondolat Kiad6, Budapest, 1975

VI. A szoveges feladatok ismeretrendszere

A szoveges feladatok megoldasat a ,,hagyomanyos szakmddszertan™ az egyenlethez
koti, ebbdl adodoan az algebrai egyenleteken, egyenletrendszereken beliil targyalja. Ez ma
mar altalanos iskoldban sem indokolt, hiszen tobb olyan témakoér van, ami kevésbé
kapcsolodik az algebrai egyenletekhez, egyenldtlenségekhez, egyenletrendszerekhez. Elég
csak halmazelméleti, matematikai logikai, szamelméleti, geometriai stb. szoveges feladatokra
gondolni. Réadasul az algebrai egyenlettel torténd megoldds is helyettesitheté méassal.

(Példaul. Aritmetikai megoldassal, kovetkeztetéssel, grafikus megoldassal stb.)

Ebben a fejezetben egy altalinos — minden témakdrre érvényes — megolddsi modot
adunk a szoveges feladatokra, és ezen til megmutatjuk az egyes teriiletek specifikumait.
A tanulok altaldban azt a feladatot kedvelik, amelyben bizonyos, jol bevalt recepteket kell

alkalmazni, s nem kell a kdznapi szoveget a matematika nyelvére leforditani.
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A kompetencia alapi oktatasnal szoltunk az érté olvasasrol, illetve az ezzel
kapcsolatos tanuléi nehézségekrdl. Valdjaban sokkal nehezebb egy szoveges feladatot
értelmezni, mint a megoldasi tervet végrehajtani.

Polya Gyorgy is az ugynevezett forditasi nehézségekben latja a szoveges feladatok tanuldink
korében tapasztalt népszeriitlenségét, pedig itt mutathatd meg tisztdn a matematikatanitas

célja, a gyakorlati alkalmazhatdsag.

Polya Gyorgy szerint, ha egyenlettel oldunk meg egy szoveges feladatot, az azt jelenti, hogy
»...matematikai szimbolumokkal kell kifejezni egy szavakban kifejezett kikotést,
kozonséges nyelvrol kell leforditani a matematikai kifejezések nyelvére. Azok a
nehézségek, amelyek az egyenletek felallitasakor felmeriilnek, forditasi nehézségek.”
(Polya Gyorgy: A gondolkodas iskoldja.)

Természetesen ezek a forditasi nehézségek nem csak az egyenlettel torténd megoldas esetén

vetddnek fel.

A. Revuz irja a Modern matematika, ¢l6 matematika cim{i munkéjaban:

»---A kOznapi szavak jelentése altalaban elég hatarozatlan. ... A matematika ki akarja
kiiszoboIni a kétértelmiiséget. Ki is kiiszoboli, de cserébe elveszti az érintkezés
konnyedségét. Minél gazdagabb és szabadabb egy informdacio, annal nehezebb az

atiiltetése.”

Mindkét megkozelitési mod — akér egyenlettel, akar mas modon oldjuk meg a feladatokat — az
értd olvasast helyezi a kozéppontba. Ha fejlett a tanuld értd olvasasi képessége, akkor
nincsenek forditasi nehézségei, nincsenek értelmezési problémai.

Az egy masik dolog, hogy ha nincsenek meg a megoldashoz sziikséges matematikai alapok,
akkor ez értelmezésbeli problémakat jelent. Tehat mindig meg kell gy6zddniink arrdl, hogy

mi okozza a forditasi nehézségeket.

Béarmennyire is népszeriitlen tanuldink korében a szdveges feladat, mindenképpen
tanitanunk kell, hiszen ezen keresztiil tudjuk megvaldsitani a matematikatanitds {6
célkitlizéseit. Nevezetesen ezen keresztiil tudjuk kialakitani a tarsadalmi beilleszkedéshez

nélkiilozhetetlen pszichés tulajdonsagok Gsszességét.

Az ismeretek rendszere

A szoveges feladatokban szerepld allitasok.
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1. Explicit allitasok

Masképpen nyilt allitasok, azaz olyan adatok, mennyiségek, cselekvések, miiveletek,

amelyek a szovegbdl kozvetleniil kivehetdk.

Ilyen példaul:

1)
2)
3)
4)

5)
6)
7)

a szamadatokat k6zI0 allitasok,

a mennyiségekkel végrehajthaté miiveletekre vonatkozé utalasok,

a mennyiségek kozti kapcsolatokat kifejezd allitasok,

konkrét fizikai, kémiai, gyakorlati folyamatokat, tevékenységeket elénk vetitd
allitasok,

a miiveletek eredményére utal6 allitasok,

algoritmusok,

feltételek, kovetkezmények.

2. Implicit allitasok (rejtett allitasok)

Ezek azok, amelyek a szovegbdl kozvetleniil nem olvashatok ki, amelyeket a

tanuldoknak, a meglévo ismereteket felszinre hozva kell kitalalniuk.

1)

2)

3)

4)

Funkcionalis 6sszefliggések (allitasok logikai értéke, halmaz, részhalmaz,
eleme, relaciok, aranyossag, szerkeszthetoség stb.).

Algebrai, geometriai, kombinatorikai, fizikai, kémiai ismereteket feltételezo
allitasok (transzformacidk, hasonlosag, szogfiiggvények, szabadesés, oldatok
keverése, sorrendezés stb.).

A feladat megoldasat segité allitasok (egyenletfelirashoz, grafikonhoz,
kivalasztashoz stb.) sziikséges allitasok, amelyek szintén nincsenek benne a
szovegben, de a megoldashoz nélkiilozhetetlenek.

Ok-okozati 6sszefliggéseket kifejezé allitasok.

Megallapithatjuk, hogy az explicit allitasok — konkrétsaguk miatt — nem okozhatnak

»forditasi” gondot a megolddsban, sokkal inkabb implicit allitdsok, hiszen ezek alapjan

tervezziik meg a feladat megoldasat. Az implicit allitdsok kibontasat neheziti az, ha a

tanulok matematikai ismeretszintje nem megfeleld.

3. Szovege feladatok megoldasanak menete

TAMOP Eger

a)
b)

Az explicit adatok kigytijtése.

A feladat megértése — az implicit allitdsok kigytijtése, elemzése.
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C) Az explicit és implicit allitasok kozti 6sszefliggések megkeresése. A sziikséges
adatok megtartésa, a felesleges adatok elvetése.

d) Otletek szerzése: cselekvési modellekbdl matematikai modellek készitése.

e) Az adatok rendezése, a megoldas megtervezése. (Ez torténhet szoveggel,
rajzzal, abraval, képlettel, egyenlettel stb.)

f) A megoldas el6zetes becslése.

g) Matematikai kivitelezés, megoldas.

h) A megoldas helyességének ellenérzése, bizonyitasa.

i) Diszkusszio. (Mikor van megoldas, mikor nincs megoldds, mikor hany
megoldas van?)

j) Mit mondhatunk még el a feladatrol? (Az adatok valtoztatasaval milyen Gjabb
esetek adodnak, hogyan lehet kiterjeszteni, hogyan lehet altalanositani a

feladatot.)

Ezek a 1épések kovetik a Polya-féle megoldasi menetet, csak Iényegesen
részletesebbek, aprolékosabbak. Amennyiben a tanuldinkat ra tudjuk venni ezeknek a
fazisoknak a betartdsara, lényegesen hatékonyabb lesz a munkéjuk, és kevésbé lesz

népszeritlen a szoveges feladat.

A fentebb leirt lépések a szoveges feladatok megoldasanak altalanos 1épései. A
kovetkezOkben azokat a specifikumokat elemezziik, amelyek a kiilonb6z6 témakorok

szoveges feladatainak megoldasat jellemzik.

4. Halmazok, logika
Hajdu Sandor: Matematika 10. tankonyvbdl valéd a kdvetkezo feladat.

Az A halmaz elemeinek szama 14, a B halmaz elemeinek szama 11. Az A U B
halmaznak 22 eleme van.
a) Hany eleme van az A N B-nek , az A \ B-nek, a B\ A-nak és az 4 A B-
nek?

b) Hany eleme van az A x B Descartes-szorzatnak?

A feladat megértése (Ez a kordbban kozolt megoldasi menet a), b), ¢) pontjanak felel
meg.)
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Explicit allitasok: 14,11, 22 elem; AUB,ANB,A\B,B\AJAAB,AXB..
Implicit allitasok: hogyan értelmezziik ezen halmazmiveleteket, tovabba milyen
Osszefliggés van ezen miiveletek kozott. (Hogyan tudjuk ezeket az ismert A U B; A; B

halmazokkal kifejezni.)

A megoldas megtervezése: (Ez a d), e) pontokhoz kothetd.) Ha az |A| és a | B |
0sszegébdl kivonjuk az | AUB | -t, akkor az | ANB | -t kapjuk.

A sejtés itt esetleg a két halmaz metszetének a szamossagara vonatkozik.

A matematikai kivitelezés, megoldas

A halmazabra felrajzolasa utan beirjuk a diszjunkt részhalmazokba az elemek szamat,
amelyekbdl a kérdésekre valaszolhatunk.

Az A x B Descartes-szorzatnal tigyelniink kell arra, hogy nem csak az A \ B, illetve a
B \ A elemeib6l képzett rendezett elemparok halmazat tekintjiik, hanem a metszet

elemeibdl képzett rendezett elemparok halmazat is.

Ellenorzes

Miutdn a megfelelé részhalmazokba beirtuk az elemek szdmat, Osszevetjiik azt a

crer

A diszkusszio esetén arra kell a figyelmet felhivnunk, hogy ezen halmazok (A; B;

AUB,ANB,A\B,B\A, 4 A B) clemeineck szima hogyan viszonyul egymashoz.)

Ezzel a feladattal azt akartuk érzékeltetni, hogy nem csupan az algebra témakoréhez
kapcsolhatok a szoveges feladatok és nem biztos, hogy minden esetben egyenlettel
lehet megoldani a szoveges feladatokat.

Viszont a szoveges feladatok megolddsanak menete ilyen esetekben is nyomon
kovethetd és kovetendd. Igy szoktathatjuk rd a tanuldkat a rendszerességre, a

tervszerliségre, a tudatossagra.

Hasonld okfejtés mondhaté el a matematikai logikdval kapcsolatos feladatok
megoldasara is. Ide tobbek kozt, az allitdsok logikai értékének vizsgalata, az
ok-okozati Osszefliggések feltarasa, a feltétel-allitas szétvalasztasa, tételek

megforditdsa, tagadasa stb. tartozik. Tulzds nélkiil allithatjuk, hogy az ilyen tipust
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szoveges feladatok megoldéasa nehezebb a klasszikus algebrai feladatok megoldasanal.
(Pontosan azért, mert sziikségesek a matematikai alapok, — hiszen ezekre vonatkoznak

az allitdsok — és a fejlett gondolkodési miiveletek.)

5. A szamfogalom kialakitasa
Az alakiérték, helyiérték, valodiérték, hatvanyok, gyokok, tortek, miveletek, miiveleti
tulajdonsagok témakorei tartoznak ehhez a teriilethez.
Példéul:
Tekintsiik az 5 : 5 : 5 : 5 miveletsort.
Hényféleképpen =zardjelezhetjik a miveletsort 0Ugy, hogy mindig mas

eredményt kapjunk?
e ot 1 1 ,
Zarojelezziik ugy, hogy 1, hogy c hogy > legyen az eredmény!

Az explicit allitasok: 5, és az ezekkel végzett osztasok.

Az implicit allitasok: miveletek sorrendje, zarojel szerepe a muveletek sorrendjében,
osztas egésszel, osztas torttel, szorzas torttel.

Ezen allitasok feltardsa utan — esetleg néhany probalgatassal — johet az oOtlet és a
megoldas megtervezése. A miiveletek sorrendjének ¢és tulajdonsdgainak ismerete

nélkiil, természetesen az ellendrzés nem végezhetd el pontosan.

6. Szamelmélet, diofantoszi egyenletek

Példaként nézziink egy olyan példat, ami nem az oszthatosagi szabalyokhoz kotodik,

viszont a didkok korében — éppen szokatlansdga miatt — nem Orvend nagy
népszeriségnek.
Példa:
Mely n egész értékekre lesz egész a kovetkezo tort?
n®+1
n+1

Explicit allitasok: a kifejezésben lathat6 betiik, szamok, hatvany, tort.

Implicit allitasok: Milyen a szamlalo és a nevezd viszonya azon torteknél, amelyek
érteke egész? Hogyan oszthatunk tobbtagu kifejezéssel? Hogyan alakithato at gy a
szamlalo, hogy egyszeriisités utdn valaszolhassunk az eredeti kérdésre? Mikor nem
valtozik a tort értéke? Mikor nincs értelmezve egy tort? Milyen azonossagok

felhasznalasaval alakithato at a szamlalo?
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Valo6jaban ezek az implicit allitdsok — amiket kérdés formajaban fogalmazunk meg —

teszik nehézz¢é a feladat megoldasat.
Az 6tlet a megoldas tervének is alapja:

n+1=n*-1+2=(n+1)(n-1)+2

2 2_ _
n +1:n 1+1:(n+1)(n l)+2:(n—1)+ 2
n+1 n+1 n+1 n+1

Megoldas:

Ez az 6sszeg pontosan akkor lesz egész, ha a 2. tag egész.

A il akkor, és csakis akkor egész, ha n + 1 osztoja 2-nek.
n+

Ekkor:n+ 1==+1;+2 . Innen adodik a megoldas.

Az ellenérzés a kapott értékek eredeti kifejezésbe torténd visszahelyettesitésével

valdsithatd meg.

7. Egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlotlenségek
Ezek a tipusok tartoznak a klasszikus értelembe vett szoveges feladatok kozé.
A feladattipusok: szamjegyekkel, helyiértékkel, tortekkel, ardnyossaggal,
szazalékszamitassal, keveréssel, mozgassal, munkavégzéssel, sorozatokkal, kamatos
kamattal stb. kapcsolatos feladatok.
Ezek mindegyikének megoldasi modjara is alkalmazhatok a korabban ismertetett

megoldasi lépések.

Ebben a fejezetben ezt nem targyaljuk. (Az ilyen tipust feladatok megoldasanak
elmélete megtaldlhatd a Dr. Czeglédy Istvan szerkesztette Matematika

tantargypedagdgia 1. foiskolai jegyzetben.)

8. Meghatarozo (szamitasos) geometriai feladatok
Nagyon sokféle feladattipus tartozik ebbe a témakorbe. (Példaul: sokszogek
Keriiletének, teriiletének, oldalainak, szOgeinek, atloinak, testek felszinének,

térfogatanak, egyéb adatainak meghatarozasa stb.)
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Nézziink egy példat a Hajdu Sandor: Matematika 10. tankdnyvbol.
Egy deltoid szimmetriadtloja 6,3 cm hosszl, amelyet a 4 cm hosszisagi masik
atlé 16 : 5 ardnyban oszt két részre.
a) Mekkora a deltoid keriilete és teriilete?
b) Mekkorak a deltoid szogei?
Explicit allitasok: deltoid; 6,3 cm; 4 cm; 16 : 5 arany
Implicit dllitasok: a deltoid tulajdonsagai, szimmetria atlojanak tulajdonsagai, oldalak
kozti Osszefiiggések, mit jelent a 16 : 5 arany, a deltoid keriiletének, teriiletének
képlete, a deltoild szogei kozti Osszefliggés, a derékszogli haromszog teriilete,

Pitagorasz tétele, szogfiiggvények a derékszoglh haromszogben.

Lathato, hogy itt is lényegesen tobb az implicit allitas, rdadasul ezek zome kordbban
tanult, mas anyagrészekhez tartozo ismeret. Ez a tény azt sugallja, hogy az implicit

allitasok alapos elemzésén keresztiil vezet az it a megoldas megtervezéséig.

A megoldas menetének a), b), c) 1épését akkor tudjuk elvégezni, ha megfeleld rajzot
készitiink. Ez a kovetkezo két 1épés feltétele is egyben, hiszen a jo rajz sok jo otletet
adhat.

Ha a szimmetriaatldo két szakaszat 16x-szel ¢és S5x-szel jeloljik, konnyen
meghatarozhatjuk a szakaszok hosszat. Ha pedig tudjuk, hogy a szimmetriaatlo
merdlegesen felezi a masik atlot, akkor a négy oldal és a négy derékszogli haromszog
teriiletének meghatarozasa egyértelmai.

A szogek meghatarozasahoz mar elég informacié van birtokunkban, ha ismerjiik, €s

tudjuk alkalmazni a megfelelé szogfiiggvényeket.

Mint lathato, itt a becsléstdl eltekinthetiink. (Nincs funkciondlis jelentsége.
Legfeljebb az atlok és a szogek ismeretében korlatokat szabhatunk az oldalakra

vonatkozdan.)

9. Szerkesztések
A szerkesztéses feladatoknak kiilon megvan az algoritmusa, amelyeket ugyanigy el
kell sajatittatnunk a tanulokkal, mint a szoveges feladatok megoldasi lépéseit. A két

megoldasi moéd kozott jol érzékelhetd az analogia.

, 118
TAMOP Eger
Dr. Czeglédy Istvan: Rendszerszemlélet a matematika tanitasaban, 2010



1) Az adatok felvétele — explicit allitasok kigyiijtése.

2) Vazlat készitése — megoldottnak feltételezziik a feladatot, kész abrat rajzolunk,
belerajzolva az alakzat ismert és ismeretlen alkotorészeit, adatait. Ez a
szoveges feladatoknal az adatok kozti 6sszefliggés megkeresésének felel meg.
Ezen tul felszinre keriilnek az implicit allitdsok is. Nevezetesen az, hogy
milyen ismeretek és milyen Osszefiiggések sziikségesek az alakzat
megszerkesztéséhez.

3) Tervkészités — a vazlat elemzésével jutunk el az Gtletektél a matematikai
modellig, a szerkesztés lépéseinek meghatarozasaig.

4) A szerkesztés végrehajtasa egyben a matematikai kivitelezés, a megoldas.

5) A kovetkezO 1épés a szerkesztés helyességének a bizonyitasa. Itt vizsgaljuk
meg, hogy az explicit és az implicit allitasoknak megfelelden hasznaltuk-e fel
az adatokat, s minden Osszefliggés, amit a szerkesztés soran alkalmaztuk
megfelel-e a geometriai definicioknak, tételeknek.

6) A diszkusszié a szerkesztés elengedhetetlen 1épése. Megvizsgaljuk, hogy az
adatok, osszefliggések valtoztatasa hogyan befolyasolja a megoldést.

Tehat elmondhato, hogy a szerkesztéses feladatok megoldasi menete teljesen

analog a szoveges feladatok megoldasanak lépéseivel.

10. Bizonyitasos feladatok
Nagy sulyt kell helyezni ennek a témakornek a tanitasara, mert a gyakorlatban, a
mindennapi érintkezésben leginkabb ezt alkalmazzuk, ugyanakkor a tanul6ktol nagyon
tavol all az ilyen tipusu feladat. Talan legnehezebb szamukra a feltétel és az allitas
kiilonvalasztasa. Ez ismét a gondolkodéasi miveletek fejlesztésének sziikségességét
vetiti elénk.
Példaul:
Bizonyitsuk be, hogy egy haromszog két csticsa és a cstcsokbol kiinduld
magassagok talppontjai hurnégyszoget alkotnak.
Explicit allitasok: (ezek az alapjai a feltételnek): haromszog, csticsok, magassagvonal,
talppont, hirnégyszog. Az teljesen egyértelmil, ha ezekkel a fogalmakkal nem
rendelkezik a tanuld, a tétel bizonyitasa sem lesz sikeres.
Implicit allitasok: Ezekbdl kovetkeztetiink a feltételre, az allitasra és az adatok kozotti
ok-okozati dsszefliggésre. A magassagvonalak tulajdonsagai, a hiirnégyszog fogalma,

tulajdonsagai, Thalesz tétele.
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Az allitasok elemzése utan nyilvanvald, hogy olyan négyszoget kell keresniink, amely
koré kor irhato, tovabba a haromszog két cstcsa és a két magassag talppontja ezen a
koron van. Ez a feltételeknek megfeleléen meg is valdsithatd. A két cstcs altal

meghatarozott oldal f61¢ rajzolt Thalesz-koron lesz a négy csticspont.

Az itt leirt elemzésekbdl is nyomon kovethetok a szoveges feladatok megoldasanak
Iépései az adatok felvételébdl, az abra felvételén, €s annak elemzésén keresztiil a
megoldasi tervig, a terv végrehajtasaig, illetve a diszkusszioig. (Itt egy jo diszkusszids

Iépésnek szamit az, ha a derékszogili haromszogre probaljuk meg a tételt igazolni.)

Természetesen a bizonyitasos feladatoknak itt elemzett 1épései, nemcsak a geometriara

alkalmazhatok, hanem a tobbi témakor ilyen tipusu feladataira is.

Szeretnénk, ha az olvaso a szoveges feladatok fogalomrendszerébdl azt sziirné le, hogy nem
receptet adunk a tanuloknak kiilon-kiilon minden egyes szoveges feladattipus megoldasara
(keveréses, mozgasos, munkavégzéses, logikai, szamelméleti stb.), hanem egy olyan atfogo
rendszert, amelyet minden témakor, minden fajta szoveges feladatdnak megoldasakor tud

alkalmazni.

Kulcsszavak
explicit allitas
implicit allitas
megoldasi algoritmusok
szoveges feladatok tipusai
meghatarozo jellegii feladatok
szerkesztéses feladatok

bizonyitasos feladatok

Kérdések, feladatok:
1) Valasszon ki a Hajdu-féle tankonyvcesalad témakoreibdl feladatokat, és elemezze

azokat az explicit és az implicit allitdsok szemszdgeébol!
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2) Valasszon ki a Hajdu-féle tankonyvcsalad geometriai témakorébdl egy-egy
szerkesztéses, bizonyitdsos €s meghatarozo jellegli feladatot, és oldja meg

modszeresen a jegyzetben targyalt moédon!
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Bessenyei Kiadé Nyiregyhaza, 2004

3. Polya Gyorgy: A gondolkodas iskolaja
Akkord Kiado, Budapest, 2000

Ajanlott irodalom:

1. Pélya Gyorgy: A problémamegoldas iskoldja I — I1.
Tankonyvkiado, Budapest, 1967

2. Farago Laszlo: Szoveges feladatok megoldasa egyenlettel

Tankonyvkiado, Budapest, 1969
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Javaslat a tananyag feldolgozasanak iitemezésére

A félév soran 12 hétre tervezzen:

1. hét:
A halmazelmélet alapjai.
2. hét:
A matematikai logika alapjai.
3. hét:
A szamfogalom kialakitasa I. Egész szamok.
4. hét:
A szamfogalom kialakitasa 1. Valos szamok.
5. hét:
A szamelmélet alapjai.
6. hét:
Oszthat6sag, diofantoszi egyenletek.
7. hét:
Nem tizes alapu szdmrendszerek.
8. hét:
Algebrai kifejezések, polinomok.
9. hét:
Algebrai egyenletek, egyenldtlenségek, egyenletrendszerek.
10. hét:
Relaciok, fiiggvények.
11. hét:
Sorozatok.
12. hét:

Szoveges feladatok.
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Zarovizsga tételek:

1)

2)

3)

4)

S)

6)

7)

8)

9)

Sorolja fel a halmazelmélet fogalomrendszerét!

Elemezze a matematika egyéb fogalomrendszereivel valo kapcsolatat!

A matematikai logika szerepe a matematikai ismeretek elsajatitasaban.

A pontos szaknyelv hasznalatanak jelentésége a matematikatanitasban.

Adja meg a természetes szamok fogalomrendszerét! Vonjon parhuzamot

a halmazelméleti megkdzelités és a Peano-féle axiomatikus megkozelités kozott!

Az egész szamok, a racionalis szamok ¢€s a valds szamok halmaza.

Sorolja fel és elemezze a szamelméleti alapok fogalomrendszerét!

Ismertesse a tizes szdmrendszerbeli oszthatdsagi szabalyokat, és bizonyitsa a tételeket!

Epitse fel a nem tizes alapu szamrendszerek fogalomrendszerét! Sorolja fel és igazolja

az oszthat6sagi szabalyokat a nem tizes alapi szamrendszerben felirt szamokra!

Az algebrai kifejezések €s a polinomok fogalomrendszere.

Elemezze az algebrai kifejezések és az algebrai egyenletek kapcsolatat!

Ismertesse az algebrai egyenletek, egyenldtlenségek, egyenletrendszerek
fogalomrendszerét, és az erre visszavezethetd egyéb egyenletek, egyenlOtlenségek

rendszerét!

10) A relaciok, figgvények fogalomrendszerének felépitése.

Ismertesse a fliggvényvizsgalati szempontokat!

11) A sorozatok fogalomrendszere. Specidlis sorozatok és jellemzésiik.

12) Ismertesse a szoveges feladatok megoldasanak elméletét!
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