Dr. Czeglédy Istvan: Kompetenciaalapi matematikaoktatas

Bevezetés
Udvozlom!

On valésziniileg tanar szakos hallgatd, matematika szakképzettségen — valamelyik
felsdoktatasi intézményben — tanulé hallgatd, vagy olyan altalanos iskolai tanari
diplomaval rendelkez6 mesterképzésben résztvevd hallgatd, akinek sziiksége van a
szakmoddszertani ismeretekre, esetleg olyan kozépiskolai tanar, aki szeretné megujitani,
felfrissiteni, potolni, fejleszteni — esetleg elhalvanyult, vagy régimdodi — a matematika
tanitasaval kapcsolatos ismereteit.

Ha On nem sorolhatdé be a fenti kategoridkba, hanem csak érdeklddik a
matematikatanitas 0jabb irdnyzatai irant, esetleg — ennek alapjan — segitséget kivan
nyujtani gyermekeinek, hozzatartozdjanak, ismerésének, akkor kiilon iidvozlendd, hogy

tanulmanyozza elektronikus tananyagunkat.

Az On esetében olyan érdeklddd személyrdl van szo, aki igényli a megtjuldst, aki a
szakmodszertani kutatasok ujabb eredményeit be akarja épiteni mindennapi munkajaba,
esetleg hatékonyan akar segiteni az arra raszoruldknak. On olyan személy, aki nem
nyugszik bele az esetleges kisebb-nagyobb matematikatanitassal kapcsolatos kudarcokba,
aki szeretné, hogy tanitvanyai ne nylignek, ne unalmas idépocséklo, elvégzendd felesleges
feladatnak tartsdk a matematikatanulast, hanem egy érdekes, szorakoztatd, ugyanakkor
elmét csiszold, a gyakorlatban alkalmazhat6 tevékenységnek.

Meggyéz8désem, hogy ez a kurzus ehhez segitséget nyajt Onnek. Sikeres

tanulmanyozast és még sikeresebb gyakorlati alkalmazast kivan a szerzd.

F6 célkitiizésiink:
— megmutatni a matematikatanitasunk jelenlegi legégetdbb problémait,
— vélaszt adni arra, hogy miért tanuljuk-tanitjuk a matematikat,
— elemezni azokat a feltételeket, amelyek a sikeres tanuldshoz nélkiilozhetetlenek,
— kifejteni a matematikatanulas cél-, feladat- és kovetelményrendszerét,
— ismertetni az egyes matematikai kompetenciateriiletek {6 ismérveit, valamint ezeknek

a tanitasban valé megvalosithatosagat,
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— példat adni arra, hogy hogyan tudunk felkésziilni egy matematikadrara ugy, hogy
lehetd legtobb kompetenciat fejleszthessiink,

— segitséget adni olyan feladatok, feladatsorok kivalasztisahoz, amelyek megoldéasa
soran a legtobb kompetenciateriiletet fejleszthetjiik,

— megmutatni, elemezni azokat a munkaformakat, mddszereket, eszkozoket, amelyek
alkalmazasdval a tartalmi vonatkozasban fellelhetd6 célok kozil a legtobb

megvalosithato.

Osszegezve:
Segitséget kivanunk adni ahhoz, hogy a matematikadrakra alaposan fel tudjon késziilni
az olvaso, és olyan orat, foglalkozast tartson, amelyiken a legkisebb energiaval a

legtobbet ki tudja hozni tanitvanyaibol.

Tanulasi idosziikséglet

A kurzus anyaginak feldolgozasahoz sziikséges idOtartam személyfiiggd. Azok a
tanarok, akik mar rendelkeznek altalanos iskolai, vagy kozépiskolai tanari diplomaval, van
szakmai gyakorlatuk és ,.éles helyzetben” ki tudjak probalni az altalunk javasolt targyalasi
modokat viszonylag kevés id6 elég a tananyag feldolgozasahoz. Ezeknek a személyeknek az
elméleti anyag elsajatitasara 10 ora elég, és kdzel ugyanennyi sziikséges a gyakorlatban vald
alkalmazasra. (Kontakt 6rak tartdsa sajat osztalyokban.)

Az olyan hallgatoknak, akiknek nincs szakmai gyakorlatuk, akik most vesznek részt
eldszor szakmodszertani képzésben, legaldbb 24 ora szakmodszertani elméleti kurzus és
legalabb 10 ora gyakorldiskolai tanitasi gyakorlat sziikséges, ahol szakvezetd, vagy mentor
iranyitasaval végzik a munkat a hallgatok.

(Az iskolai tanitasi gyakorlatok szervezése, lebonyolitasa az adott intézmény szakmodszertani
csoportjanak a feladata. Az elmélet és a gyakorlat szerves egységet alkot, de ebben a

tantargyleirdsban csak az elméleti ismeretek kifejtésére kertil sor.

Tanulasi folyamat, tanulasi modszerek

Javasoljuk, hogy a tananyag egyes részeiben leirtakat tanuljdk meg, az ajanlott
irodalmat olvassdk el, és ezen ismeretek birtokdban oldjak meg az adott részhez kijelolt
gyakorlati feladatokat. Ezeket célszer(i bekiildeni a kurzus vezetdjének, aki az értékelés utan

visszakiildi azt a hallgatonak.
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A tananyag tartalmi egységei:
1) Az iskolai matematikaoktatés jelenlegi problémai ¢és jovOobeni feladatai.
2) Miért tanitjuk a matematikat?
A matematikatanitas cél-, feladat- és kovetelményrendszere. Képességek, jartassagok,
készségek fejlesztése a matematikaoktatasban.
3) Az értékes, érvényes, hasznosithat6 tudés jellemzoi.
Miveltség, szakértelem, kompetencia.
Tanari kompetenciak, tanul6i kompetenciak.
4) Az ismeretszerzes és a fogalomalkotas fazisai a kompetenciaalapti matematikaoktatasban.
5) Képességek, jartassagok, készségek kialakitadsa a kompetenciaalapti matematikaoktatasban.
6) A matematikatanitds soran kialakitando ¢s fejlesztendo tanuldi kompetenciateriiletek:
l. Ert olvasas, szovegértelmezés.
Il. Problémamegoldésra val6d képesség.
I1l. Szamolasi készség.
IV. Gondolkodasi miiveletekben val6 jartassag.
V. A kreativ személyiségtulajdonsagok.
VI. Algoritmikus gondolkodasra vald képesség.
VII. A megoldas megtervezésének képessége, tervszerliség, célszerliség.
VIIl. Kombinatorikus gondolkodas.
IX. Gyakorlati alkalmazasra valo képesség.
X. Filiggvényszerli gondolkodasmod.
XI. Tajekozodas térben és idoben.
XIl. Bizonyitasi igény, itéloképesség.
XII. Geometriai transzformaciok felismerése és alkalmazasa a gyakorlatban.

XIV. Valoészinliségszamitas alkalmazasa a mindennapi életben.

Az egyes kompetenciateriiletek fejlesztési lehetdségét minden korosztaly szamara megteleld
feladatsorokon keresztiil mutatjuk be, eszkdzoket, munkaformakat, modszereket javaslunk

hozza, és az idedlis tanari-tanuldi tevékenységet is elemezziik.

Célkitiizések, kovetelmények
Reményeink szerint a kurzus elvégzése utdn a hallgatokban kialakulnak, illetve
tovabbfejlddnek az itt felsorolt tandri kompetencidk.

a) A tanulas tanitasa.
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b) Az egyéni képességek, sziikségletek, lehetéségek figyelembevétele.

€) Valtozatos munkaformak, modszerek, eszk6zok alkalmazasa.

d) A differencialt foglalkoztatas megtervezése.

e) A feladatok tudatos, céliranyos valogatasa olyan szempont szerint, amely
feladatsorral a kivant kompetenciateriiletek optimalisan fejleszthetok.

f) A tanulok motivaciés rendszerének megismerése, a tandrai differencialt
motivaciobazis megtervezése.

0) A kérdéstechnika, kérdéskultura, tovabba a tanar-diak kommunikacio fejlesztése.

h) Szakmai elkotelezettség.

1) Pedagogiai, pszichologiai, modszertani kulturaltsag.

Mindezen tandri kompetenciak elsajatitasardl az egyes fejezetek végén taldlhatod feladatok

megoldasaval adhat szamot az olvaso.

1. Az iskolai matematikaoktatas jelenlegi problémai és jovobeni feladatai
Olvassa el figyelmesen a fejezetet. Akkor haladjon tovabb a tananyagban, ha

hibatlanul tud valaszolni a kérdésekre.

Az iskolai matematikaoktatdsnak — és altalaban az oktatasnak — sok nehézséggel kell
szembesiilnie. Ezek a nehézségek a tarsadalom minden teriiletén jelentkeznek, és
bizonytalansagot okoznak.

Bizonytalan a pedagdgus abban, hogy mit, mennyit, hogyan tanitson, €s milyen szinten
koveteljen, bizonytalan a sziild, mert a tarsadalmi elvarasok nagyon sokszor nincsenek
Osszhangban az iskolai oktatassal, s bizonytalanok a tanuldk is — minden szinten — hogy mit,

miért €s hogyan tanuljanak, és miért éppen az a tananyag, amit el kell sajatitaniuk.

A nehézségek a kovetkez6 okokra vezethetdk vissza:

1) Az utobbi évtizedekben, években felgyorsult a gazdasdagi, technikai fejlodés, oriasi
tarsadalmi valtozasok mentek végbe. Ez a fejlédés folyamatos, ¢és nagy
valoszinliséggel még nagyobb 1éptékii lesz a jovOben. Adott a kérdés: Milyen tudasra,
képességre, készségre lesz sziiksége a ma tanuldjdnak a felndtt — munkaképes —

korban. Milyen ismeretekkel, képességekkel kell rendelkeznie ahhoz, hogy a
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munkaerdpiacon realis esélyekkel palydzzon megfeleldé munkara, azaz be tudjon

illeszkedni a tarsadalomba.

2) Minden tudomdnyteriileten hatalmas fejlédéseket tapasztalunk. Mig korabban —
évtizedekkel ezelott — egy matematika tankonyv akar 10 évig is megallta a helyét,
korszertinek volt tekinthetd, addig ma mar akar évente at lehetne dolgozni a
tankonyveket. (Mar csak az adatok aktualizalasa miatt is, de tartalmi és modszertani
okok is sziikségessé teszik az atdolgozast)

Megallapithatjuk, hogy az iskola nem tudja egész ¢€letre — vagy annak jelentds
részére — érvényes tudassal ellatni a tanulot.
Mi az oktatas teenddje? Hogyan tudjuk a tanuldkat olyan ismeretekkel ellatni, amelyek
birtokaban késdbb fejlesztheti Onmagat, és alkalmazkodni tud a tarsadalom
elvardsaihoz? Az egyes tudomanyagak fejlodésébdl adodd rohamosan boviild
ismeretanyagbdl mi és hogyan épithetd és épitendd be az iskolai tananyagba ugy, hogy

ezt a tanulok még fel tudjak dolgozni, el tudjak sajatitani és tudjak is alkalmazni.

3) Az is nagy gondot jelent az oktatasban, hogy szdmos ismeretanyag, tudas eléviil,
jonnek uj tudaselemek, uj eljarasok, hasznos — munkat gyorsitdo és konnyitd —
eszkozok. Mit hagyhatunk ki a tananyagbol, és hogyan épithetjiik fel az
ismeretrendszert ilyen alapok hidnyaval.

Példaként elég csak annyit megemliteni, hogy a szadmologépek elterjedésével a
szOgfliggvénytablazatok, a logaritmus ¢€s hatvanytablazatok haszndlata teljesen
kikiiszobolhetd, mint ahogy feleslegessé valhat a forgdsszogek, negativ szdgek
tanitasa is, hiszen néhany billentyli megoldja a problémakat.

Adott a kérdés. Kihagyhatjuk ezen anyagrészek tanitasat, vagy nem, és, ha kihagyjuk,
akkor hogyan ¢épitsiikk fel a szogfiiggvények, vagy a logaritmus struktirdjat? A

problematikus témakordket még hosszan lehetne sorolni.

4) Az informacid-hordoz6 anyagok elterjedésével jelentdsen valtozott a tuddsszerzés és
tudasatadas helyszine. Tudomasul kell venniink, hogy mar nem az iskola az
ismeretszerzés, a tanulds egyetlen ¢és legfontosabb bazisa. A televizid, a radio, a
szamitogépek tudasatadasban, tudatformaldsban jelentkezd szerepe jelentdsen

megnott.
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Kérdés: mit, mennyit, hogyan tanitsunk az iskoldban, illetve mennyiben és hogyan
tdmaszkodjunk az egyéb forrasokra? Elutasitani a média szerepét legalabb olyan kéros,
mint teljes egészében erre épiteni az oktatdst. Az aranyok megtalalasa a pedagogus

elsorendu feladata.

5) A tarsadalom, a gazdasag a kozvetleniil alkalmazhato tuddast koveteli meg. A
tarsadalom, a vallalatok nem tudnak hosszt id6ét — és koltséget — forditani arra, hogy 4j
szakembert — legyen az pedagogus, orvos, mérnok, kémiives, acs stb. — az adott
munkara kiképezzek.

Adodik a kérdés. Hogyan elégithetd ki a tarsadalom ilyen irdnyu igénye gy, hogy a
tanitasi-tanuldsi folyamat pedagodgiai alapelvei ne sériiljenek. Azaz visszatérd kérdés:

mit, mennyit, hogyan tanitsunk?

6) A nemzetkdzi mérések a magyar didkok folyamatos lemaradasarol irnak. Azt vetik a
magyar oktatis szemére, hogy ,lexikdlis tudds kozpontu”, ahelyett, hogy az
alkalmazasra helyeznék a nagyobb hangsulyt. Kiilondsen fajo, hogy az értelmes,
elemzd olvasas teriiletén a kozépmezOny alatt vagyunk, s a tanulok nagy szazaléka
funkcionalis analfabéta. Csak olvassak a szoveget, de nem értik, a lényeges jegyeket
nem tudjak kiemelni, a feleslegeseket elvetni, nem latjak az 6sszefliggéseket az adatok
kozott stb. Azaz éppen a tarsadalmi beilleszkedéshez, az alkalmazkodéashoz, a

kommunikéciohoz sziikséges tulajdonsdgokkal nem rendelkeznek.

7) Nemkiilonben fontos teriilet a motivicio. Hogyan tudjuk a rabirni tanuloinkat az
ismeretszerzés nagyon energiaigényes, farasztd, rendszerességet igényld munkajara.
Sajnos a kozoktatasban résztvevd tanulok jelentds része alulmotivalt. Nem latjak
tanulasuknak értelmét, hianyzik legtobbjiiknél az érdeklddés, a kitartas, az akarat. Ezt
még rontja a céltudatossag hidnya. Nagyon lehangolé — s6t lehetetlen — olyan cél
eléréséért kiizdeni, amit nem tliztiink ki magunk elé. Meg kell taldlnunk annak a
modjat, hogy a tanulds ismét rangot jelentsen, és tarsadalmi elismertséget
eredményezzen.

Kérdés: hogyan tudjuk ezt megtenni. Itt keriil el6térbe a tananyag tartalmanak
megvalasztdsa (mennyiségi, mindségi kritériumok), az ismeretszerzés optimalizalasa,
a pedagdgusképzés hatékonysdganak novelése, a tanulds tarsadalmi és anyagi

elismerése, hogy csak néhanyat emlitsiink a megoldandé feladatok koziil.
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A fenti hét pontban az altalunk legfontosabbnak tartott problémakat soroltuk fel.
Val6szinlileg még hosszan lehetne sorolni oktato-neveld munkank fogyatékossaganak okait,
de ugy gondoljuk ennyi is elég ahhoz, hogy ,hagyomanyos” oktatasunk — ezen beliil a
matematikaoktatasunk — megreformalasat eldtérbe helyezziik. Ez a reform mind a tananyag
tartalmaban, mind a valasztott munkaformaban, moddszerben, eszkozben kell, hogy
jelentkezzen. Ez a valtozas kihat a tanar-diak viszonyra, az elsajatitandd ismeretanyag
mennyiségére, mindségére, az ellendrzésére ¢és értékelésére, a motivaciora, az oktatasi
segédanyagok teljes korére, a tankonyvek modernizacidjara, és a sort még hosszan lehetne

folytatni.

Kulcsszavak
gazdasagi, technikai fejlodés
tarsadalmi valtozasok
tudomdany — tananyag
elavult és uj tuddaselemek az oktatasban
uj ismerethordozok
kozvetleniil alkalmazhato tudas

motivacio

Kérdések, feladatok
1) A Hajdu Sandor szerkesztette matematika tankonyvekbdl (Miiszaki Koényvkiado,
5. osztalytol 12. osztalyig) gylijtse ki azokat az ismereteket, amelyeket korszeriinek
talal, és azokat, amelyeket 6n szerint mar nem célszer(i tanitani! Valaszat indokolja!
2) Melyek azok a témakorok, amelyek a tarsadalmi valtozasok, igények miatt keriiltek a
tananyagba?
3) Az interneten keressen olyan programokat, amelyek segitik a korszer(i

matematikatanitast!

Kotelez6 irodalom:
Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 5-12. osztaly szamara

Miszaki Kiad6, Budapest, 2002-2010
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Ajanlott irodalom:
Csap6 Bend: Tudas és Iskola

Miiszaki Kiad6, Budapest, 2004

2. A matematikatanitas cél-, feladat- és kovetelményrendszere

Képességek, jartassagok, készségek fejlesztése a matematikaoktatasban

Olvassa el tobbszor figyelmesen a fejezetet €és tanulja meg a sziikséges fogalmakat.

Minden orszagban, mindenfajta tarsadalmi berendezkedésben donté kérdés, hogy mire
nevel, mit és hogyan tanit az iskola. (Ez még akkor is igaz, ha az utobbi években erdsen
érzédnek a tanulok nevelésében az iskolan kiviili hatdsok.) Az oktatas tartalmat, formajat,
céljait, kovetelményeit a tarsadalom elvarasai hatarozzdk meg — természetesen a pedagdgiai
¢s a pszichologiai szempontok figyelembevételével. Az is tudott dolog, hogy barmilyen
tarsadalmi rendszerben, akarmilyen kdvetelményeknek megfeleléen is tanitunk, de nem

céltudatosan, akkor munkénk nagy valoszintiséggel eredménytelen lesz.

Nevelni, oktatni, képezni, embereket alakitani, fejleszteni csak az tud, aki tudja, hogy
mit kivan elérni tanitvanyaival, azok milyenné valnak, mivé alakulnak, hogyan formalédnak
az oktatasi, nevelési, képzési folyamatban. Tehat az oktatds, nevelés, képzés céltudatos
tevékenység, mert ha nem ilyen — azaz nem tervezi meg a nevelés folyamatat a pedagogus,
nem tlizi ki céljait, — akkor tevékenysége esetleges és nagyon gyakran eredménytelen lesz.

A pedagodgus tevékenységének mindig célorientaltnak kell lennie. Ez viszont azt feltételezi,
hogy tanorakra és a tanoran kiviili foglalkozasokra rendszeresen és tudatosan késziiljon a
tanar. Sajnos még igy sem biztos, hogy a pedagdgus a tervezett célokat — vagy annak egy
részét — eléri.

Az itt leirtak fliggvényében elemezziik, hogy milyen célok, célrendszerek hatarozzdk meg az
iskolai €s az iskolan kiviili pedagdgiai folyamatot.

»A cél a mikodés kivaltoja, alapmotivuma, alapja végso értelme. A célnak olyan
formaban kell megjelennie, hogy a tervezés, az intézkedés és az értékelés alapja legyen.”
(Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. féiskolai jegyzet, Bessenyei Kiado
Nyiregyhaza, 2000)
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A tanitdsi-tanuldsi folyamatot a nevelési-oktatasi-képzési harmas célrendszer
iranyitja. (Ezek szétvalasztisa nem szerencsés, mert mindegyik feltételezi a masik kettd
meglétét.)

Nevelési cél: A tarsadalmi beilleszkedéshez, tevékenységhez nélkiilozhetetlen pszichés
tulajdonsagok kialakitasa, fejlesztése.

Oktatasi-képzési cél: konkrét (matematikai) tartalomhoz kapcsolodo pszichikus folyamatok,
képzodmeények és tulajdonsagok valamely rendszerének kialakitasa, fejlesztése.

Ezek szerint a matematika tanitasa soran élményeket, képzeteket, ismereteket, gondolkoddsi
miiveleteket, fogalmakat, értelmi cselekvési terveket, képességeket, készségeket,
beallitodasokat,  algoritmusokat, kreativ — személyiségtulajdonsagokat,  térszemléletet,
kombinatorikus gondolkodasmadot, gyakorlati alkalmazdsra valo képességet stb. alakitunk ki
tanitvanyainkban.

Tehat nem az a célunk, hogy a tanuldk a definiciokat, tételeket, szabalyokat, algoritmusokat
pontosan kimondjak, a miiveleteket pontosan végrehajtsak, (bar ez sem kevés) hanem az,
hogy az ismereteik alkalmazasra képesek, aktivak, nyitottak, rendszeresek, mobilizalhatok
legyenek. Példaul azt nem tartjuk értékes ismeretnek, ha a tanulok szépen elmondjak az

crer

vasarlasnal) méar nem tudjak ezt megtenni.

A célok megvalodsitasanak fo teriiletei:

a) A tananyag tartalma

A feladatok szovegezése, allitasok logikai értékének meghatarozasa, gyakorlati
vonatkozasok, rendezés, algoritmusok, tdblazatok, grafikonok készitése, elemzése, cselekvési
tervek  végrehajtasa, ellendrzés, oOnellenérzés, miiveleti sorrendek, problémak
megfogalmazéasa, megoldasa, tajékozodas térben és 1ddben stb.
Ez azt jelenti, hogy a tankonyvekben olyan kidolgozott, elemzett mintapéldakkal kell az
ismeretek elsajatitasat, begyakorlasat, és a gyakorlatban valo alkalmazisat megjeleniteni,

hogy a felsorolt célok koziil a lehetd legtobb megvalosithato legyen.

b) A valasztott munkaforma, modszer, eszkoz
Egyéni munka, 6nall6 munka, csoportmunkéban kozds tanuldi tevékenység, egymas
gondolatmenetének kovetése, kiegészitése, vitakészség, manipulativ tevékenység, targyak,

eszk0zok helyes hasznalata stb.
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A tanar pedagogiai, pszichologiai és modszertani képzettsége, kulturaltsaga, illetve ennek
fejlettsége a megoldas kulcsa. Egy igazi tanarnak latnia kell azt, hogy melyik tanitvanya képes
0nalld6 munkara, melyik nem képes csoportban, tanuldéparban dolgozni, ki nem tud részt venni

a kooperativ tanulasi technikékban, kinek sziikséges még eszkdzhasznalat, kinek nem stb.

C) A tanar személyisége

Pedagogiai tapintat, tiirelem, megértés, kovetkezetesség, megbizhatésag, pontossag,
egyszeriiség, egyenld banasmod, korrekt értékelés, munkaszeretet, szorgalom, kitartas, nagy
targyi tudas.
Ide kivankoznak Polya Gyorgynek az 1950-es évek végén papirra vetett gondolatai, amelyben
a ,,Tanarok tizparancsolatat™ sorolja fel.
(Polya Gyorgy: A problémamegoldas iskoldja II. Tankonyvkiadd Budapest, 1968)

1. Erdekeljen szaktargyad!

2. Ismerd a szaktargyadat!

3. Tudnod kell a tanulas utjar6l azt, hogy a legjobb az az t, amelyet magad fedezel fel.

4. Prébalj olvasni a didkok arcarél: mit varnak, mi nehéz nekik! Képzeld magad a
helytikbe!

5. Ne pusztan targyi tudast adj tanitvanyaidnak, hanem fejlesszed gondolkodasi
képességiiket is, szoktasd megfeleld értelmi magatartasra, rendszeres munkara oket!

6. Tanitsd meg Oket a talalgatésra!

7. Tanitsd meg 6ket a bizonyitasra!

8. Keresd aktudlis problémakban azt, ami az elkovetkezd problémak megoldasaban
hasznos lehet — igyekezz feltarni a konkrét helyzet mogott rejlé  altalanos
megoldastipust!

9. Ne aruld el egycsapasra minden titkodat — hadd talalgassanak a didkok — talaljanak ki
annyit beldle, amennyit csak képesek!

10. Ne tomjed az anyagot tanitvanyaidba, hanem 6sztonozzed ket értelmes tanuldsra!

Ha alaposan végiggondoljuk a felsorolast, a fenti 10 parancsolat (vagy ajanlas) nemcsak a
matematikatandrokra vonatkozik, hanem minden madas tantargy oktatojara is. Viszont a
matematikatanaroknak kiilonosen szem el6tt kell tartaniuk Polya Gyorgy intelmeit.

Ez a Tizparancsolat egyben azt is igazolja, hogy a kompetenciaalapti matematikaoktatas nem

a XXI. Szazad ,.felfedezése”.

TAMOP Eger 10
Dr. Czeglédy Istvan: Kompetenciaalapti matematikaoktatas, 2010



A j6 tanar mindig — mar Comenius idején is — azt tartotta szem el6tt, hogy az adott tananyag
tanitdsa kapcsan tanuldit a lehetd legtobb teriileten fejlessze: értelmileg, érzelmileg,

esztétikailag, pszichomotorosan stb.

A teljesség igénye nélkiil felsorolunk néhany olyan célt, amelyet a matematikatanitas soran

megval6sithatunk:

1) Kreativ személyiségtulajdonsdigok fejlesztése

(Problémaérzékenység, rugalmassag, hajlékonysag, Otletgazdagsag, konnyedség,
eredetiség, kidolgozottsag, ijrafogalmazas, kiterjesztés, transzferalas.)
2) Gondolkoddsi miiveletek fejlesztése

(Analizis, szintézis, absztrahalds, konkretizalas, altaldnositds, specializalas,
Osszehasonlitds, kiegészités, rendezés, rendszerezés, analdgia, Osszefiiggések feltarasa,
Iényegkiemelés, itéletalkotas, fogalomalkotas, bizonyités.)
3) [tél6képesség fejlesztése

(Allitasok logikai értékének meghatdrozasa, a megoldas helyes vagy helytelen
voltanak megéllapitdsa, adatok sziikségessége, elégségessége, a felesleges adatok
kiszlirése, eredmények életszertisége.)
4) Kombinatorikus gondolkoddsmaod kialakitdsa, fejlesztése

(Minden adatot szamba vettiink-e, az Gsszes lehetséges ¢€s sziikséges Osszefliggést
megtalaltuk-e.)
5) Bizonyitasi igény fejlesztése

(Valaszok indokléasa, ok-okozati Osszefiiggések helyes hasznélata, helyes érvelés.
Ezaltal valik tudatossd a matematikai — és a tarsadalmi — tevékenység.)
6) Algoritmikus gondolkodasméd kialakitasa, fejlesztése

(Optimalis cselekvési  tervek készitése, a tervek végrehajtasa, egyszeriiség,
célszerliség, pontossag, hatékonysag.)
7) Térszemlélet kialakitdsa, fejlesztése

(T4jékozodés térben és iddben, térbeli relaciok felismerése, geometriai ismeretek

gyakorlatban torténd alkalmazésa.)

A felsorolast még hosszan lehetne folytatni, de ebbdl a révid felsorolasbdl is érzékletessé
valik, hogy a tarsadalmi beilleszkedésben milyen nagy jelentdsége van a

matematikatanulasnak. Az is nyilvanvalo, hogy csak a lexikalis ismeretek ataddsa milyen
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nagy veszélyt rejt magaban, milyen Oridsi hidnyossagokat eredményezhet a tanulodi

személyiség fejlodésében.

A késObbiekben, az egyes kompetenciateriiletek targyalasakor, részletesen ismertetjiik,

elemezziik az itt felsorolt nevelési, oktatasi, képzési célokat

Tehat amikor a kompetencia-alapi matematikaoktatasunkat tervezziik, tigy kell a tananyag

tartalmat Osszeallitanunk, a munkaformakat, a moddszereket, az eszkozoket, a tanitasi

eljarasokat, az ellendrzési formakat megtervezniink, hogy a korabban emlitett célok,

célrendszerek koziil a lehetd legtobbet megvaldsitsuk mind a tanoran, mind a tanéran kiviil.

Kulcsszavak

célok, célrendszerek

nevelési célok, célrendszerek
oktatdasi célok, célrendszerek
képzési célok, célrendszerek

a célok teljesitésének fo teriiletei

a jo matematikatanar ismérvei

Kérdések, feladatok:

1)

2)
3)

4)
5)

Milyen pszichés tulajdonsagokat tudunk kialakitani, fejleszteni a matematika tanitasa
soran?

Mi jellemzi a kreativ tanul6t?

Milyen gondolkodasi miiveletek sziikségesek az eredményes matematikai
tevékenységhez?

Milyen jellemz6i vannak a kombinatorikus gondolkodasnak?

Keressen olyan feladatokat a Hajdu-féle matematika tankonyvcsaladban, amivel a

térszemléletet lehet fejleszteni!

Kotelezo irodalom:

1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. féiskolai jegyzet

Bessenyei Kiado Nyiregyhaza, 2000

2. Pdlya Gyorgy: A problémamegoldas iskolaja II.

Tankonyvkiad6é Budapest, 1968

TAMOP Eger 12
Dr. Czeglédy Istvan: Kompetenciaalapti matematikaoktatas, 2010



Ajanlott irodalom:
Lénard Ferenc: A problémamegoldd gondolkodas

Akadémiai Kiado, Budapest, 1984

3. Az értékes, érvényes, hasznosithato tudas jellemzoi
Miiveltség, szakértelem, kompetencia

Tanari kompetenciak, tanuloi kompetenciak

Olvassa el figyelmesen a fejezetet, tanulja meg az alapismereteket. Ezeket fogjuk

késobb alkalmazni az ismeretek elsajatitasa, illetve a problémak megoldasa soran.

Csapd Bend: Tudas és iskola cimli mlivében olvashatjuk, hogy a tudas rendszerének
kialakulasdban harom alapvetd rendszerképzé elv érvényesiil. Nevezetesen a szakteriilet, a
kultara és az emberi megismerés pszicholdgiaja. A szervezett tudasban valamilyen mértékben
mindharom szervezd elv jelen van, de stlyuk kiilonb6z6. Ezen rendszerképzd elvekhez
kapcsolodo teriiletek az értékes, érvényes, hasznosithatd tudas teriiletei: szakértelem,

miiveltség, kompetencia.

Szakértelem

Az adott szakteriilet dltal meghatdrozott konkrét ismeretek, készségek és képességek egyiittese.

A szakértelem magaban foglalja a tartalmat, az Osszefiiggéseket, a helyzetet, a
kornyezetet, a koriilményeket, a felhasznalhatosagot és a téman beliili alkalmazhatosagot.
Fontos jellemzéje az azonnali felhasznalhatosag, hiszen a szakértd nagyon jol ismeri azokat a
szituaciokat, amelyekkel tevékenysége soran talalkozhat.

Hatranya viszont az, hogy nem lehet széles korben alkalmazni (az adott téman kiviil) €s
kevésbé transzferalhato. Erdsen tartalomfiiggd.

Elénye az is, hogy nem kotddik életkorhoz, viszonylag idds korban is bévithetd.

Vannak olyan szakteriiletek, amelyek pontosan megfeleltethetdk egy-egy iskolai tantargynak.
Sajnos iskoldink tobbségében ezt a szakértelem jellegli tudast kozvetitik a tanarok, igy a
személyiség mindenoldalu fejlesztése csorbat szenved. A tanuldink ugy tanuljék a bioldgiat, a
kémiat, a matematikat stb., mintha biologusnak, vegyésznek, vagy matematikusnak képeznék

Oket, kozben elfeledkeziink az egyéb nevelési lehetdségekrdl. Ez ellentmond az eléz6
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fejezetben ismertetett Polya-féle alapelveknek. Viszont a szakértelem kialakitasa nélkiil

értékes, érvényes, hasznosithat6 tudast sem alakithatunk ki a tanitvanyainkban.

Miiveltség
A miiveltség gynevezett ,,civil” tudas, ami a hétkéznapi életben alkalmazhatd, mindenki
szamara kotelezo tudast jelent. Az adott kulturaban meghatarozo, felhasznalhato készségek,

képességek, ismeretek 6sszessége. A miiveltség tarsadalmilag értékes tudas.

Hatésai:
— Hatékonyan segiti az egyén fejlodését.
— Elosegiti a személyes boldogulast.
— Kihat a masokkal valo kapcsolattartasra.

— Pozitiv hatassal van a tarsadalmi munkamegosztasban val6 részvételre.

Tobbnyire emberi alkotasokban, kozvetitokon (konyvek, alkotdsok, médiumok, személyek)
keresztiil sajatithato el.
Jellemzdi:

— Kozepes mértékben tartalomfiiggo.

— Bizonyos hatarok kozott transzferalhato.

— Nagyrészt kijelentd, kinyilatkozo.

— Inkabb terjedelmi jellegti.

— Fejlesztése nem kotddik €letkorhoz.

A miiveltség, a kultaraba vald integralodas, a tarsadalmi folyamatban vald részvétel nagy
targyi tudast kovetel, ezért nem lehet ezt az tigynevezett kinyilatkozo tudast masodrangtiinak
tekinteni. Ez a targyi tudas szolgaltatja az alapot egyéniségiink kialakitdsdhoz, megdrzéséhez,

tovabbfejlesztésehez €s ez kapcsol dssze minket a multtal és a kozosség mas tagjaival.

A miiveltség és a szakértelem azonos teriileteken, kozel ugyanazon elemekbdl szervezddik, de
mig a szakértelemnél a szakteriilet szervezddési elvei érvényesiilnek, addig a miiveltség
esetében a tarsadalmi kozeg, a tagabb kultira a meghatarozo. Amig a szakértelem folyamatos
gyakorlas, hasonld kapcsolatokban torténd alkalmazas sordn optimalizalodik, addig a
miveltség inkdbb az elemeknek egy lazdbb, nem szerves Osszefiiggést feltételezd

kapcsolatrendszerében alakul ki és fejlédik.
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Kompetencia

A kompetencia szo az ismeretek alkalmazasi kepessegét, és az alkalmazdshoz sziikséges
megfelelo motivaciot biztosito attitiidok osszességét jelenti, valamint azon ismeretek,
képességek, magatartasi és viselkedésjegyek osszességét, amelyek daltal a személyiseg képes

lesz az adott feladat eredményes teljesitésére.

A kompetencia nagyrészt a kornyezettel valdo spontan kolcsonhatasban, kdlcsonds
viszonyban alakul ki. A kompetencidk leginkabb természetes tanulas soran fejlodnek ki. Ez a
természetes tanulds — a kornyezettel vald aktiv kapcsolat miatt is — konnyed, kevésbé
energiaigényes, €ppen ezért nagyon hatékony.

Ha viszont nem tudjuk megteremteni a természetes tanulas feltételeit, akkor tanuldsunk
nehézkes, energiaigényes, kevésbé hatékony, mesterséges tanulas lesz. Ez erfsen rontja a
megfeleld kompetencidk kialakuldsat.

A kompetencidk kialakulasa erdsen életkorfliiggd. Fiatalabb korban 1ényegesen
hatékonyabban, eredményesebben alakithaté ki, mint idésebb korban.

Jellemzd még a kompetencidra, hogy kevésbé tartalomfiiggd, szélesebb korben alkalmazhato,

transzferalhatd, mint a miiveltség, vagy a szakértelem.

Kompetenciaalapu oktatdson olyan képességek, jartassagok, készségek kialakitasat,
fejlesztését  értjiik, amelyek lehetévé teszik, hogy a kiilon-kiilon szerzett és fejlesztett
kompetenciak szerves egységbe szervezodjenek, és egyiitt fejtsék ki hatasukat a probléemak
megoldasaban, a gondolkodasban és az ismeretek gyakorlati alkalmazasaban.

A kompetenciaalapt oktatas szoros kapcsolatban van az el6z6 fejezetben taglalt, a nevelési,
oktatasi, képzési célokat maximalisan figyelembevevd matematikaoktatassal.

Ezekbdl az értelmezésekbdl az is kideriil, hogy ondlléan — csak magdban — kompetenciat
fejleszteni nem tudunk. Ehhez nélkiilozhetetlen valamilyen tartalom (példaul: matematikai
ismeret), és sziikséges a kornyezet (példaul: iskolai k6zosség, munkaforma, modszer, eszkoz,

osztalytars, tanar, szllo stb.).

Ertékes, érvényes, hasznalhato tudast akkor szerez a tanulo, ha mindharom teriilet — a
szakértelem, a miiveltség és a kompetencia — egymast feltételezve, kiegészitve harmonikusan
fejlédik, ha megszerzi a tanuld a tarsadalmi beilleszkedéshez, tevékenységhez

nélkiilozhetetlen ismereteket, ezeket tudja alkalmazni, s kozben olyan készségekre,
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képességekre tesz szert, amelyek alkalmassa teszik 6t a tarsadalmi munkamegosztasban valo

részvételre.

Az Eurdpai Uni6 a kdvetkez0 kulcskompetencidakat hatarozta meg:

a) Kommunikacié anyanyelven.

b) Kommunikacio idegen nyelven.

C) Matematikai miveltség és alapkompetencidk természettudomanyi és technologiai
téren.

d) Az informaciés és kommunikacios technologiak alkalmazasdhoz kapcsolodo
készségek €s képességek.

e) A tanulni tanulashoz kapcsolodo készségek és képességek.

f) A személykozi és allampolgari kompetenciakhoz kapcsolddd készségek és
képességek.

g) A vallalkozo6i szellem elmélyitéséhez kapcsolodo készségek és képességek.

h) A kulturalis tudatossag kialakulasahoz kapcsolodo készségek és képességek.

Bar a matematikai kompetencia kiilon kategoriaként jelentkezik, de a felsorolasbol kideriil,

hogy sok mas teriileten is meghatarozé szerepet jatszik a matematika.

Nevezetesen:
— kommunikacié anyanyelven — matematikabol értd olvasas
— informécidos ¢€és kommunikdcios technologiadk — matematikabol algoritmikus
gondolkodés, a megoldas megtervezése
— a tanulashoz kapcsolodd készségek — matematikabol optimumszamitas, statisztika,

kombinatorika, valoszinliségszamitas.

A NAT 2007. évi modositasa — az EU ajanlas tiikrében — a kdvetkezd kulcskompetencidkat
fogalmazza meg:

a) Anyanyelvi kompetencia.

b) Idegen nyelvi kompetencia.

c) Matematikai kompetencia.

d) Természettudomanyos kompetencia.

e) Digitalis kompetencia.

f) A hatékony és 6nallo tanulas, mint képesség.
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g) Szocialis és allampolgari kompetencia.
h) Kezdeményezb6készség és vallalkozasi kompetencia.

1) Esztétikai és miivészeti tudatossag ¢és kifejezOkészség.

Vegyiik észre, hogy az anyanyelvi, a természettudomanyos, a digitalis, az 6nall6 tanulés, a
kezdeményezdkészség és az esztétikai kifejezokészség kompetencidkhoz nélkiilozhetetlenek a

matematikai kompetenciak.

A fentiekbdl adodoan célszerii megfogalmaznunk a pedagdéguskompetencidkat is.
a) A tanulas tanitasanak ismerete.
b) Az egyéni képességek és sziikségletek figyelembe vétele.
€) Valtozatos munkaformak, modszerek, eszk6zok alkalmazasa.
d) A tanuldék motivacios rendszerének megismerése.
e) A tanuldi teljesitmények folyamatos értékelése.
f) Szakmai elkotelezettség.
g) Kommunikativitas.
h) Egyiittmiikodési képesség.
1) Pedagogiai tapintat.

J) Pedagogiai, pszichologiai, modszertani kulturaltsag.

Ezek szintén 0sszecsengenek a Polya-féle tanitasi-tanulasi alapelvekkel.

o4

A kialakitandd, fejlesztendd tanuloi kompetencidkat késobb ismertetjiik és elemezziik.

Kulcsszavak
szakértelem
miiveltség
kompetencia
tanari, tanuloi kompetenciak
természetes tanulads
mesterséges tanulas

célok-célrendszerek és a kompetencia
Kérdések, feladatok:
1) Milyen ismérvei vannak a szakértelemnek?
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2) Miért mondjuk, hogy a miiveltség ,.tarsadalmilag értékes” tudas?
3) Mit jelent az, hogy a kompetencia kialakulasa er6sen ¢letkorfiigg6?
4) Mit értiink természetes tudason, mit értiink mesterséges tudason?
5) Sorolja fel az EU-s kulcskompetenciakat!

6) Milyen kulcskompetenciakat hataroz meg a NAT?

7) Milyen tanari kompetenciak vannak?

Kotelez6 irodalom:
1. Csap6 Bend: Tudas és iskola
Miszaki Kiad6, Budapest, 2004
2. Nemzeti Alaptanterv
Oktatasi Minisztérium, Budapest, 2004

4. Fogalomalkotas, ismeretszerzés a kompetencia-alapi matematikaoktatasban
Olvassa el figyelmesen, majd tanulja meg az alapfogalmakat, ismereteket!

a) A matematikai fogalmak kialakitasa, a matematikai ismeretszerzés

A fogalom — jelentését leegyszertisitve — gondolati absztrakcio. R.R.Skemp szerint a
fogalmaknak két csoportjat kiilonboztetjiik meg.
Egyszerii fogalmak: azon tapasztalatok, vagy jelenségek adott csoportjanak kozos
tulajdonsagait tiikkr6z6 gondolati absztrakciok, amelyek az ismételten eléfordulo érzékszervi,
mozgdsos tapasztalatok eredményeként kdzvetleniil kialakithatok.
Folérendelt, vagy magasabb szintii fogalmak: azok a gondolati absztrakciok, amelyek egyéb

fogalmakbol, azok kapcsolatainak révén alakithatok ki.

Példaul egyszerli fogalom a természetes szam, mint véges halmazok szdmossaga, (a 3 olyan

halmazok olyan k6zos tulajdonsaga, amelyeknek 3 elemiik van), vagy az % tort, (mint ot

egész fele). Folérendelt fogalom: az egészek fogalma, a legnagyobb kdzos osztoé fogalma stb.
(Az egész szamok eldallithatok két természetes szam kiilonbségeként. A legnagyobb kozos

0sztd minden kozos osztonak tobbszordse.)
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»dajat  fogalomrendszert mindenkinek egyediil kell kiépiteni. De a folyamat
felgyorsithato, ha a hozza sziikséges anyagok »kéznél vannak«.”

(Richard R. Skemp: A matematikatanulas pszichologiaja, Edge 2000 Kiado, Budapest, 2005)

Polya Gyorgy ugyanezt a didaktika oldalarol igy fogalmazza meg:

»-.-az absztrakcidok fontosak, ragadjunk meg minden eszkozt, hogy kézzelfoghatobba
tegylik Oket. Magyarazatunkban segitséglinkre lehet barmi — jo vagy rossz, koltdi vagy
profan.”

(Polya Gyorgy: A gondolkodas iskolaja, Akkord Kiadd, Budapest, 2000)

Matematikaban — éppen e tudomany jellege miatt — vezetd szerepet jatszik a definialas
miivelete. E gyakorisdg miatt érdemes Skemp két hipotézisét idézni, amelyekkel a

definicidkat ,,helyiikre” tudjuk tenni a matematikai fogalomalkotasban.

,Definicio segitségével senkinek nem kozvetithetiink az altala ismerteknél magasabb

rendl fogalmakat, hanem csakis oly mdédon, hogy a megfeleld példak sokasagat nyajtjuk.”

,Minthogy a matematikaban az elobb emlitett példak majdnem mind kiilonb6z6 fogalmak,
ezért mindenekeldtt meg kell gy6zddniink arrél, hogy a tanuld mar rendelkezik ezekkel a
fogalmakkal.”

(Richard R. Skemp: A matematikatanulas pszichologiaja, Edge 2000 Kiado, Budapest, 2005)

E két alapelv ,igazolasara” elég, ha az olvasé arra gondol, hogy a sorozatok
konvergencidjanak, vagy az algebrai struktirdk fogalmanak definicidja egészen addig
érthetetlen volt szamara, mig néhany frappans, egyszerii példaval valaki ra nem ,,vilagitott” e
fogalmak lényegére. Hasonldan van ez a 10-16 éves korosztdly tanitdsa soran is. Az

abszolutértek, fiiggvény, miivelet stb. fogalmak megfeleld példak nélkiil nem alakithatok ki.

Mikor neveziink egy példat ,,megfelelének™? Akkor, ha a fogalom minden lényeges
Jjegyét tartalmazza, de lehetileg legkevesebb olyan jegyet, amely nem sajatja a fogalomnatk.

llyen példat talalni lehetetlen, hiszen minden példaban egy sor egyéb tulajdonsag is
megtalalhat6. Ezért akkor jarunk el helyesen, ha tobb példdt mutatunk be, ezek
mindegyikében megtaldlhatok a fogalomra jellemzd jegyek, de a tobbi tulajdonsag csak egy-
egy kiillonbozo példaban.
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gy elérhetjik azt, hogy a [ényeges jegvek , megerésodnek”, a lényegtelenek
,elhalvanyulnak”. Ha a lényegtelen jegyek kiszlirése nem teljes, akkor a fogalom ,,zajos”
lesz. Ez azt jelenti, hogy olyan jegyet is a fogalom sajatjanak tud be a tanuld, amire ez nem
teljestil. Példaul 5. évfolyamon tobbnyire lineéris egyenleteket, egyenlétlenségeket oldanak
meg a tanulok. Arra a kérdésre, hogy mi a kiilonbség a kovetkezd két nyitott mondat kdzott:
2x+3=5 2x+3>5

egy tanul6 azt a valaszt adta:

,»Az egyenletnek egy megoldasa van, az egyenlétlenségnek tobb.”
Ebben az esetben ez igaz, de a késObb pontosan kialakitandd egyenlet, egyenlGtlenség
fogalmaknal komoly problémat okozhat, hiszen nem a megoldasok szama az egyenletek,

egyenldtlenségek {6 jellemzdje.

A fogalmak kialakitdsanal ajanlatos kovetni a kovetkezd utat:

1. A fogalom kialakitdsanak kezdetén kevés zaj kivanatos. Ez a példak célirdnyos
kivélasztasaval elérhetd.

2. A fogalom kialakitasa utdn, a vele val6é dolgozas soran folyamatosan ndvelni kell a
zajszintet, hiszen az is célunk, hogy a tanul6 képes legyen a Iényegest a 1ényegtelentol
megkiilonboztetni, képes legyen a sziikséges adatokat kivalasztani, azokkal
miiveleteket végezni, mig a 1ényegtelen adatokat kikiisz6bolni.

(Valgjaban ez az értd olvasas velejaroja, eredménye.)

Az altalanos pszichologia a szellemi struktarakat szkémdknak nevezi. A matematikatanitasban
szkémakon a matematika komplex fogalmi struktirait, fogalomrendszereit fogjuk érteni.

»EBgy szkémanak két f6 funkcidja van: integralja a méglévd tudast és szellemi
eszkozkeént szolgal az 01 tudas elsajatitasahoz.”

(Richard R. Skemp: A matematikatanulas pszichologiaja, Edge 2000 Kiad6, Budapest, 2005)

Ez azt jelenti, hogy amikor egy fogalmat kialakitunk, rogton célszert beilleszteni a meglévo
fogalmak rendszerébe, illetve a meglévd fogalmak rendszere segitségével tudunk kialakitani
uj fogalmakat. Példaul megmutatjuk, hogy a négyzet paralelogramma; a természetes szamokat
felhasznaljuk az egészek, a tortek fogalmanak kialakitasahoz. (Pl.: Két természetes szam
kiilonbségeként felirhatd szamok az egész szamok, két egész hanyadosa a racionalis szam, ha

a nevezO nem nulla, stb.)
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Az értelmes tanulés feltétele, azaz az értékes, érvényes, hasznosithatd tudds megszerzésének
feltétele a megértés, amihez sziikséges
— az asszimilacid, vagy az
— akkomodacié megléte.
Piaget asszimilacion azt érti, hogy egy-egy 0j fogalom beépiil a kialakult szkémaba anélkiil,
hogy azt modositana, akkomoddcion pedig azt, hogy az 0j fogalom beilleszkedéséhez
sziikséges a meglévd szkéma modosulasa. A matematikatanulasban — de altalaban a
tanulasban is — mindkett6 eléfordul.
A matematika, mint tudomany és a matematika felhasznalasa rendkiviil gyorsan
valtozik. Mindent megtanitani nem lehet. Helyette inkabb:
— segiteni kell tanuldinkat abban, keressék és megtaldljik az alapveté rendszereket,
ebbe be tudjék illeszteni az 1j ismereteket;
— meg kell tanitani 6ket arra, hogy szkémadikat tudjak akkomodalni, azaz legyenek
képesek atalakitani rendszereiket az 0j befogadasa érdekében.

Roviden ez annyit jelent, hogy meg kell tanitani tanulni a tanuldkat.

Kisérletek igazoljak, hogy ha az értelem nélkiili tanulast (magolést) 6sszehasonlitjuk a
szkémaszemlélet szerinti tanulassal, akkor az wutdbbival tartésabb, alkalmazhatobb,
transzferalhatobb, bdvithetdbb, konnyen elShivhato, tehat ,értékesebb” fogalmakat,

fogalomrendszereket, ismereteket, ismeretrendszereket alakithatunk ki.

Erre egy bizonyito értékii példa a kovetkezo:

A tanuloknak kétoldalnyi jelrendszert kellett megjegyeznilik. Az egyik csoport teljesen
képzetlen volt az adott teriileten, nem lathatott benne rendszert, mig a masik csoport mar
foglalkozott a megtanulando6 ismeretekhez hasonl6 rendszerekkel, bar szamukra is Gjak voltak
ezek az ismeretek. Az eredményeket megddbbentdeknek nevezhetnénk, de inkabb
természetesnek kell tekintenilink dket.

A tablazat az eredményeket mutatja:

Kozvetleniil a 1 nap 4 hét

tanitas utan mulva mulva
Szkéma szerinti tanulas 69 % 69 % 58 %
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Ertelem nélkiili tanulas 32% 23 % 8%

(,,magolas™)

Lathato, hogy a szkéma szerinti tanulas lényegesen eredményesebb, €s hosszabb tavon ,,¢17,

mint a verbalis magolas. Ez megint a tanar tudatos tanitasi tevékenységét hangsulyozza.

c ey

kisérletet végezte el.
5. osztalyos tanuldkkal (akik még az oszthatdsaggal keveset foglalkoztak), €s 6. osztalyos

tanulokkal (aki mar ismerték a primszamokat, és az Gsszetett szamokat) végezte el a kisérletet.

A feladat:

,Felsorolok szdmokat, amiket le is irhattok, meg is tanulhattok, barmit csinalhattok veliik,
csak jegyezzétek meg Oket! Koriilbeliil két hét mulva visszajovok, és megnézem, hogy hany
szamra emlékeztek.”

A szamok a kovetkezok voltak:

2, 3, 5 7,11, 13, 17, 19.

A kisérlet eredménye fényesen igazolta az elobbi eredményeket. Az 5. osztalyos tanulok nagy
szazaléka mindenfajta szamot mondott 1 és 20 kdzott, mig a 6. osztalyos tanulok tobbsége
felsorolta a 20-nal kisebb pozitiv primeket. (Esetleg néhanyat kihagyva bel6liik.)

Ez azt mutatja, hogy mindkét csoport tanuldi rendszerben gondolkoznak, de amig az
5. osztalyos tanuloknak a ,,20-nal kisebb pozitiv szamok™ volt a rendszer (hiszen a masik
halmazba torténd csoportositishoz nem volt meg a kelld eldképzettségiik), addig a 6.
osztalyosok zome csak a 20-nal kisebb pozitiv primeket sorolta fel.

Lesziirhetjiik azt a tapasztalatot, hogy ha a matematikatanitdsunk koveti a
rendszerszemléletet, akkor lényegesen kevesebb — de mindségileg magasabb szintli —
ismeretet kell megjegyezni a tanuloknak, mig a rendszerszemlélet nélkiili tanulas — éppen az
egymastol kiilonallo, koztiik kapcsolatot nem talald tanulas miatt — jobban megterheli a
memoriat, nem teremt erds ismeretbazist, és nem eredményezi a nyilvanvald kapcsolatok

felismerését, feltarasat sem.
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A matematikatanar csak ugy tervezheti meg az oOrajat, hogy abban — akar az
asszimilacio, akar az akkomodacid révén torténd ismeretszerzés esetén — érvényesiiljon a

rendszerszemlélet.

b) A matematikai ismeretek
Az ismeret nem azonos a fogalommal, tobb ennél. Magaban foglalja a fogalmakat, a
fogalomrendszereket, a veliik végzett miiveleteket, a szabalyokat, tételeket, ezek bizonyitasat,
az algoritmusokat is. Az ismeretek kialakitasanak alapja a fogalomalkotas.
A jol kialakitott ismeretek jellemzdi dr. Nagy Sandor szerint:
1. Tudomdnyos
A tudomanyossag viszonyitottan értendd. Példaul 5. osztdlyban a merdleges rajzolés
derékszogli vonalzdval ,tudomanyos”, de 7. osztilyban mar nem az. Olyan pontos
ismereteket kell elsajatittatnunk a tanulokkal, amelyekre — fejlettségiikbél adodoan —
képesek. Kozépiskoldban a fliggvényvizsgalat grafikon segitségével ,,tudoményos”,
leolvassuk a gorbe tulajdonsdgait, ugyanez a felsdoktatasban, amikor mar a
differencidlszamitason tul vannak a hallgatok, mar nem az.
2. Rendszeres
Ervényesill az egymasra épitettség, kialakul az ismeretek kozott a kapcsolatok
sokasaganak rendszere (pl.: Descartes szorzat — relaciok — fliggvények — sorozatok, vagy
négyszogek — trapézok — paralelogrammak — rombuszok stb.).
3. Nyitott
Barmikor, a vele kapcsolatban 1év0 ismerettel bovithetd legyen (pl.: természetes szamok —
egészek — tortek — racionalis szamok — valos szamok).
4. Aktiv
Béarmikor el6hivhatd, felhasznalhato legyen (pl.: feladatmegoldasok — tételek —
bizonyitasok — alkalmazasok).
5. Eletszeriiség
Ne legyen a gyakorlati élettd]l elrugaszkodott, latsszon tarsadalmi hasznossdga (pl.:

szoveges feladatok — algoritmusok — szazalékszamitas).

Az oratervezeteknél olyan kidolgozott mintapéldakat, olyan feladatokat kell valogatnunk,

hogy az ismeretrendszerek fenti tulajdonsagai tiikkrozédjenek benniik.
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¢) A kompetenciaalapi matematikai ismeretszerzés fazisai (miiveletei, [épései)

A fogalomalkotasrol és az ismeretszerzésrdl mondottakat igy rendszerezhetjiik:

1. Cselekves, tapasztalatgyiijtés
Jellemz6je a manipulativ tevékenység, a tudatos vagy esetleges tapasztalatszerzés, ezen
tapasztalatok megfogalmazasa.

2. Lényeges fogalmi jegyek kigytijtése
A tandr iranyitasaval, a targyi tevékenység kapcsan iranyitott megfigyeléseket folytat a tanulo,
ezen tapasztalatok koziil a jellemzoket megtartja, a lényegteleneket elveti. Sejtéseket
fogalmaz meg. A sejtéseket a tapasztalatok alapjan igazolja.

3. A zajok kisziirése
A tanar példakkal és ellenpélddkkal, megfigyelési szempontok adasaval tudatositja a
tanuldban, hogy az adott jegyek miért sajatjai az ismeretnek, vagy miért idegenek attol.
Szerencsés, ha a tanul6 — tanar altal adott ellenpéldakkal — sajat maga jon ra a tévedésére, €s
sajat magat korrigalja azt.

4. Egyszerti fogalmak kialakitdsa
Az els6 harom fazisnak a szintézise. Mar konkrét definiciot, értelmezést is elvarunk a
tanulotol. (PL.: természetes szam, tort, 0sztd stb.)

5. Egyszerii fogalmakhoz kapcsolodo ismeretek kialakitasa
Kapcsolatot keresiink a tobbi egyszerli fogalommal, beillesztjiik a fogalmak rendszerébe,
miuveleteket végziink veliik, algoritmusokat alakitunk ki, stb. (PlL: miveletek, miiveleti
sorrendek, k6z0s 0szto stb.)

6. A folérendelt fogalmak kialakitasa
Megkonstrualjuk az egyszerli fogalmakbol alkothatd magasabbrendli fogalmakat, feltarjuk
ezek rendszerét. (Pl.: racionalis szam, egyszerisités, bovités, legnagyobb kdzos 0szto stb.)

1. A folérendelt fogalmakhoz kapcsolodo ismeretek kialakitdasa
Ugyanazokat a miiveleteket végezziik el, mint az 5. pontban csak magasabb szinten. (PI.:
primtényez0s felbontas.)

8. Kapcsolatépités a kiilonbozo fogalomrendszerek, ismeretrendszerek kozott
Megmutatjuk a matematika egyes témakoreinek fogalomrendszerét, majd a kiilonbozo
fogalomrendszerek kozti  kapcsolatot tarjuk  fel. (Pl.: egyenletek, kombinatorika,

valdsziniiség.)
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Ezek az egymast kovetd fazisok biztositjdk a természetes tanulast, és nem kivanjak meg az
energiaigényes, nehéz mesterséges tanulds folyamatat.

Eletkortol, fejlettségtdl fiiggden van olyan eset, hogy nem kell az ismeretelsajatitas
minden fazisat végigjarnia a tanuldonak. Példaul a kozépiskola fels6bb osztalyaiban a
»cselekvés, tapasztalatgyiijtés” nem konkrét targyi tevékenységet jelent, hanem kidolgozott
mintapéldak algoritmusénak reprodukalasat. Viszont, ha gondunk van a tanulok
fogalomalkotasaval, probaljuk feltarni a hidnyossagok okait, nézziikk meg, hogy az
ismeretszerzés melyik fazisa hianyzik, majd poétoljuk azt, igy nagy valdszintiséggel a tanulo

elsajatitja a sziikséges ismereteket.

Ez a pszichologiai megkozelités Piaget interiorizacids elméletére épiil. Polya Gyorgy
ennek didaktikai megkozelitését a kovetkezoképpen értelmezi: Az ismeretelsajatitas nem mas,

mint tanitasi-tanulasi folyamat. A legjobb tanitas elve egyben a legjobb tanulas elve is.

A Polya-féle tanitasi-tanulasi alapelvek:

1. Aktiv tanulas elve
A tanul6 ne legyen passziv befogadd. A tanulas legjobb utja, médja a felfedezés. A tanar
egyik legfontosabb feladata, hogy segitsen tanitvanyainak a felfedezésben. Ez szoros
kapcsolatban van a skempi értelmezés els6 harom fazisaval.

2. A motivaltsag elve
A tanulot ra kell birni arra, hogy akarja az ismeretet megszerezni. A tanar feladata, hogy
belsd késztetést alakitson ki tanitvdnyaiban, s ne kiils¢ (bilintetd) motivacidé hatdsara
tanuljon a tanul6. Ehhez kell az ¢letkornak megfeleld feladatszovegezés, tartalom, a
valtozatos munkaforma, modszer, eszkéz ¢és a megfeleld tandri személyiség. A
motivaltsag a skempi értelmezés minden fazisahoz nélkiilozhetetlen.

3. Egymast koveto fazisok elve
»A tanulas tevékenységgel €s észleléssel kezdddik, ebbdl szavakba és fogalmakba megy
at, és végiil a helyes gondolkoddsmodhoz vezet.”

(Polya Gyorgy: A gondolkodas iskolaja, Akkord Kiado, Budapest, 2000)

Ez két vizsgalati szempontot is jelent. Egyrészt a tananyag belsd strukturajat, masrészt a

gondolkodés kialakuldsanak folyamatat mutatja.
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A kétféle vizsgalat egyazon folyamat — nevezetesen az ismeretelsajatitas — két oldalat
vetiti elénk. A tanitasi-tanuldsi folyamat tervezésénél akkor jarunk el helyesen, ha

mindkett6t figyelembe vessziik tervezé munkanknal.

Kulcsszavak
egyszerii fogalmak
magasabb rendii fogalmak
fogalmi jegyek
zaj
asszimilacio
akkomoddcio
a matematikai ismeretek ismérvei
az ismeretszerzes fazisai

tanitasi — tanulasi alapelvek

Kérdések, feladatok:
1) Elemezze a matematikai fogalomalkotassal kapcsolatos skempi hipotéziseket!
2) Kovesse végig a Hajdu-féle tankdnyvcsaladban a fliiggvény fogalmanak kialakitasat az
ismeretszerzés fazisainak tiikrében (5-12. osztaly)!
3) Keressen az altalanos iskolai és kozépiskolai tankonyvekben egyszeri és ezekbol
létrehozott magasabbrendii fogalmakat, ismereteket kiilonb6z6 témakdrokben!
4) Elemezze egy konkrét témakor feldolgozasat (a Hajdu-féle tankonyvcesalad 5-12.

osztaly tankonyvei alapjan) a Polya-féle tanitasi-tanuldsi alapelvek tiikrében!

Kotelez6 irodalom:
1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. foiskolai jegyzet
Bessenyei Kiado Nyiregyhaza, 2000
2. Dr. Hajdu Séandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 5-12. osztaly szamara
Miiszaki Kiado, Budapest, 2002-2010
3. Richard R. Skemp: A matematikatanulas pszichologiaja
Edge 2000 Kiado, Budapest, 2005

TAMOP Eger 26
Dr. Czeglédy Istvan: Kompetenciaalapti matematikaoktatas, 2010



Ajanlott irodalom:

Polya Gyorgy: A gondolkodas iskolaja
Akkord Kiadd, Budapest, 2000

Polya Gyorgy: A problémamegoldas iskoldja
Tankonyvkiado, Budapest, 1968

Dr. Nagy Séndor: Didaktika
Tankonyvkiado, Budapest, 1969

5. Képességek, jartassagok, készségek kialakitasa a kompetenciaalapu

matematikaoktatasban

Figyelmesen olvassa el az elméleti attekintést, tanulja meg a sziikséges alapfogalmakat!

Mint a korabban irtakbol kideriil matematikat nem a matematikai ismeretek verbalis
elsajatitisa miatt tanitunk, s6t. A matematikatanulds sordn a tanuld nagyon sok teriileten

fejlodik, s fokozatosan valik alkalmassé a tarsadalmi beilleszkedésre.

A kompetencia — leegyszeriisitve — képességek, jartassagok, készségek olyan rendszere,
amely képessé teszi az embert a problémamegoldd gondolkodéasra, a gyakorlatban
alkalmazhat6 ismeretek szerzésére, ezek kombinativ felhasznalasara.

Vizsgaljuk meg, hogy mit értiink képességen, jartassagon, készségen, hogyan fejleszthetdk és

hogyan mérhetdk ezek a pszichés tulajdonsagok.

Képességek

Képességen a cselekvéseink eredményes végrehajtasanak belso feltételeit értjiik. A
képességek megléte, fejlettsége csak kdzvetve mérhetd az egyén megnyilvanulasabol. Vannak
olyan képességek, amelyek a megismerési folyamatban szervez8dnek, vannak olyanok,
amelyek a tarsas kapcsolatokban szervezddnek, és olyanok, amelyek cselekvésben
szervezddnek. Mindharom teriilet nagyon fontos a kompetenciak kialakulasaban.

A képességek kialakulasanak feltételei: az adottsag €s a ratermettség. Az adottsagot a
genetikai program determinalja, a ratermettség, pedig az adottsagok sora.
A megismerési folyamatban szervez6dd képesség a tanulds alapja (lasd: szakértelem,

miiveltség), a tarsas kapcsolatokban szervezddd képesség a kommunikaciod, az alkalmazkodas,
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a tarsadalmi beilleszkedés alapja, mig a cselekvésben szervezddd képesség az
ismeretszerzéshez, az ismeretek alkalmazasahoz nélkiilozhetetlen.

A kompetenciaalapu oktatds megtervezésekor olyan feladatanyagot, olyan modszereket,
munkaformakat, eszkozoket kell dsszevalogatnunk, hogy a fenti alapelvek maradéktalanul

érvényesiiljenek.

Ennek igazoldsdra vizsgdljuk meg, hogy az egyes teriiletekhez milyen kompetencidk
tartoznak.
A megismerési folyamatban szervezddo képességekhez tartozd kompetenciak:
—  megfigyeloképesség (érzékelés, észlelés folyamata)
— a gyors bevésés, a tartds megdrzés, a pontos felidézés képessége (az emlékezés
folyamata)
— aképzelderd, a fantazia képessége (a képzelet folyamata)
— lényegkiemelés, problémamegoldo képesség, rendszerezo képesség, 0sszefliggések
meglatasanak képessége, miiveleti képesség, kreativ képességek (a gondolkodas

folyamata).

A tarsas kapcsolatokban szervezddod képességekhez tartozd kompetenciak:
— kapcsolatteremtd
— kapcsolatfenntarto
— kapcsolatmegszakito
— kommunikaciés (k6z16, befogadd)

— empatia.

A cselekvésben szervezddo képességekhez tartozo kompetencidk:
— lgyesség
— alloképesseég

— gyorsasag.

Jartassag

A jartassag uj feladatok, problémdk megoldasa a meglévo ismeretek alkoto,
kombinativ felhasznaldsa révén.
A jartassdg kozvetlen megfigyeléssel mérhetd, amelynek formai: a tevékenység vizsgalata,

mérdlap, teszt értékelése, riport elemzése stb. Hogy a tanuldsban bizonyos matematikai
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tevékenységi korben jartassag alakuljon ki, annak az a feltétele, hogy jol megértett, elsajatitott
ismeretrendszerrel rendelkezzen a tanulo.

Fontos, hogy a fogalmakat, ismereteket ne 6nallé objektumokként kezelje, hanem

fedezze fel a koztiik 1évo Osszefliggéseket, helyezze el az adott ismeretet az adott témakor
ismeretrendszerében. Ehhez a rendszerszemlélethez viszont nélkiilézhetetlen a gondolkodasi
miiveletek végzésére valo képesség, és azoknak kombinativ kapcsolésa.
A gondolkodéasi miveletek hidnya, vagy fejletlensége eredményezheti az ugynevezett
verbalis, értelem nélkiili tanulast (,,magolast”), aminek eredménytelensége mindenki elott
ismert. Példaul ilyenkor fordul el6 az, hogy a tanulé a kémiai keveréses feladatok, vagy a
fizikai mozgasos feladatok megolddsakor nem kapcsolja ismereteit a matematikaban erdsen
begyakorolt aranyossagi szamitasokhoz.

Ha a jartassag az adott miiveletben nem alakul ki a tanuloban, még az a veszély is
fenyegeti, hogy ismereteit rovid id6n beliil elfelejti, viszont oktatasi munkank hatékonysagat

erdsen megkérddjelezi.

Készség

A matematikai készség, a tudatos matematikai tevékenység automatizalt komponense.

Itt hangstlyozzuk a tudatos tevékenységet.
Egy példaval illusztralva ez azt jelenti, hogy a torttel vald osztast minden nehézség nélkiil
elvégzi a tanulo, (tudja, hogy az osztd reciprokaval szorzunk), és ha rakérdeziink, hogy miért,
tudja indokolni, értelmezni a szabéalyt. Tehat csak sziikség esetén idézi fel magaban az
értelmezést. Ha viszont csak a miiveleteket végzi el, de indoklast, magyarazatot nem tud adni,
akkor ez a tevékenység mar nem nevezhetd tudatosnak, igy a készség fenti definicidja nem is
érvényes tudas.

A készség kialakulasanak feltétele az ismeretek sokszori, tobbiranyu, kiillonb6zo
Osszefliggésekben jelentkezd alkalmazasa. Ez a folyamat a gyakorlas. Tehat gyakorlas nélkiil
keészségeket kialakitani nem lehetséges.

(Egyébként ugyanez igaz a jartassagra és a képességre is. Ezekhez is elengedhetetlen a

gyakorlas.)

A készség elsajatitasanak szakaszai:
— arészmiveletek megtanulasa
— arészmilveletek egyesitése siman gordiilé cselekvés-egésszé

— a folosleges mozdulatok, mozzanatok és erdkifejtések kikiiszobolése
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— akiilsd érzékeléssel valo ellendrzés csokkentése
— a miveletek kiilonb6z6 valtozatainak elsajatitasa, kiilonboz0 megoldasi modok

keresése, ezek azonossaganak megmutatasa.

A matematikai ismeretelsajatitasban, problémamegoldasban szépen megmutathatok ezek a
szakaszok.

Példaul: oldjuk meg a kdvetkezd tortes egyenletet!

Ha a tanul6 ismeretei készségszintiiek, akkor egyszeriien szorozza az egyenlet mindkét oldalat
30-cal, amivel olyan egyszeri alakra hozza az egyenletet, hogy a megoldasa nem okoz
problémat.

Ha viszont a tanuldk ismeretei az adott teriileten nem készségszintliek, akkor jonnek a
részmiiveletek: legkisebb kozds tobbszords megkeresése, kozos nevezdére hozas, tortek
szorzésa egésszel, egynemi kifejezések Osszevonasa, az egyenlet megoldasa.

Sok gyakorlés utan ezeket a részmiiveleteket gondolatban egyesiti a tanul6 (két-harom 1épést
egy lépésben végez el), kikiiszobdli a felesleges megoldasi 1épéseket és ugyanoda jut, mint az

elébb emlitett esetben. Roviden, készségszinten tudja megoldani az egyenletet.

Az itt leirtak ismételten arra mutatnak réa, hogy csak lexikélis ismeretek nyujtasaval a
tanuléi kompetencidk nem fejleszthetdk, a fejlesztéshez mindenoldalu, alapos, atgondolt

tervezd munka sziikséges a pedagogus részérol.

Kulcsszavak
képességek
a képességek szervezodesi teriiletei
jartassag
készség
maximalis begyakorlottsag

a készségek kialakulasanak folyamata
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Kérdések, feladatok:
1) Soroljon fel olyan képességeket, amelyek a matematikatanulashoz nélkiilozhetetlenek!
2) Keressen a Hajdu-féle tankonyvesalad 5-12. osztalyaban olyan példa- ¢és
feladatsorozatokat, amelyekkel ki tud alakitani jartassagot egyes matematikai
témakorokben!
3) Tervezzen, vagy keressen a Hajdu-féle tankonyvcsaladban olyan feladatsorozatot,

amellyel a szamolasi készséget ki tudja alakitani!

Kotelez6 irodalom:

1. Dr. Hajdu Séndor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 5-12. osztaly szamara
Muszaki Kiad6, Budapest, 2002-2007

2. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. f8iskolai jegyzet
Bessenyei Kiado Nyiregyhaza, 2000

Ajanlott irodalom:
Nagy Jozsef: A rendszerezési képesség kialakulasa

Akadémiai Kiad6, Budapest, 1987

6. A tanuloi kompetenciak fejlesztésének lehetdségei a matematikaoktatasban

A  kovetkezOkben azokat a kompetencia-teriileteket elemezziikk, amelyek

nagymértékben fejleszthetdk a matematikatanitds soran, és megmutatjuk azokat a
lehetdségeket, tevékenységi formdkat, amelyek sordan ezek a képességek, készségek,
jartassagok kialakulhatnak, fejlddhetnek.
Az aldbbiakban a matematikatanitds soran kialakitandd ¢és fejlesztendd egy-egy tanulodi
kompetenciat elemezziink egy-egy feladaton keresztiil. Ez nem azt jelenti, hogy egy feladattal
csak egy kompetenciat fejleszthetiink, s6t. Elképzelhetd olyan feladat is, vagy olyan
iSmeretszerzési folyamat, hogy 8-10 tanuléi kompetencia is fejleszthetd vele.

Az egyenkénti — elszigetelt — targyalasmod a jobb megértést segiti.

A feldolgozas modja:
— értelmezziik, definidljuk az adott kompetenciat

— meghatarozzuk a mérési, fejlesztési lehetdségeket
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— megmutatjuk, hogy mely teriiletek, milyen mértékben segitik a kompetencidk

kialakulasat.

Ez utobbinal gondolunk a fananyag tartalmi vonatkozasara, a megfelelo szévegezésre, az
ajanlott munkaformara, modszerre, eszkozre, a megfeleld tandri személyiségre, az ellenOrzés,

értekelés megfeleld modjaira, az optimalis motivaciora.

I.  Ert6 olvasasra valé képesség

Az értelmes, elemz0 olvasas (roviden ¢érté olvasds) a mindennapi élet
szlikségszerlisége. Nem azonos a folyamatos, nem akadozo, szépen hangsulyozott olvaséssal.
Akkor mondjuk, hogy az egyén értelmesen, elemzden, azaz érton olvas, ha az elolvasott szoveg
lényegét kiemelve, lényegtelen jegyeit elvetve vissza tudja adni a szoveg tartalmat.

Az ¢értd olvasas a feltétele a tarsadalomban valod eligazodasnak, a t4jékozdodasnak, a
kommunikécionak, a gyakorlati cselekvésnek, a jelrendszer megértésének és e szerint valo
tevékenységnek. Elég csak egy termék hasznélati utasitdsdra gondolnunk, vagy egy butor
Osszeszerelési utmutatojara, nem is beszélve a vegyszerek, tisztitdszerek, permetszerek
felhasznalasi javaslatarol, illetve a veszélyekre vald figyelmeztetésrol.

Az ért6 olvasas nélkiil az egyén csak passziv polgara — beletér6do, elfogado, koveto — lehet a
tarsadalomnak.

Felmérések sokasdga mutatja, hogy a tanulok nagy szadzaléka az altalanos iskolabol
ugy keriil ki, hogy funkciondlis analfabéta, azaz nem érti azt, amit olvas. Sajnos a
kozépiskolai tanulok esetében sem tal jo a helyzet. A szakiskoldkban még rosszabb
eredményeket tapasztalunk, mint az altalanos iskola felsd tagozatan. A gimnaziumok, illetve
szakkozépiskolak tanuldinal is nagy hianyossagok vannak ezen a teriileten. Az értd olvasas
hidnya, vagy alacsony fejlettségi szintje, pedig azt eredményezi, hogy a tanulé nem tud
eligazodni a tarsadalomban, nem tud kommunikalni, csokkennek a munkavallalasi feltételei,
és a felsorolast még hosszan lehetne folytatni. E képesség hidnya, vagy gyenge volta okozza
azt is, hogy nem tud értelmesen tanulni a didk, nem érti az Osszefliggéseket, nem latja a
Iényeget €s ennek kozvetlen velejardja az értelem nélkiili verbalis tanulas, a magolas. (Ez is

csak akkor, ha kelléen motivalt a tanul6.)
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Az értelem nélkiili tanulas olyan ismeretek szerzését jelenti, amely ismeretek nem

aktivak, nem rendszeresek, és foleg nem tartosak. A transzfer pedig végképpen nem jellemz6
az értelmes, értd olvasas nélkiil szerzett ismeretekre.
Barmennyire is olvaséasi képességrol, készségrol beszéliink, ennek fejlesztése nem lehet
kizarolag az anyanyelvi nevelés feladata, Az értd, értelmes, elemzd olvasas képessége nem
csak anyanyelvi kompetencia. Minden tantargynak oOriasi a szerepe, €s ebbdl adoédoan a
felelossége is az értd olvasas készségének fejlesztésében.

A matematika tantargy kiilondsen fontos szerepet tolthet (és tolt is) be ezen készség
fejlesztésében. A korabbi fejezetek elméleti fejtegetései azt mutatjdk, hogy minden
korosztalyndl mas ¢és madas értelmezendd szoveggel, mas munkaforméval, moddszerrel,
eszkozzel, és mas motivacioval kell dolgoznunk, hogy munkank hatékonysaga optimalis
legyen.

Egyes korosztalyoknal a tevékenységben, cselekvésben szervezddd képességek a fontosak,
mas korosztalyoknal a tarsas kapcsolatokban szervezddd képességek a dominadnsak, mig
megint mas csoportoknal a megismerési folyamatban szervezddd képességek a meghatarozok.
Az is nyilvanval6, hogy alacsonyabb korosztidlyokndl a meseszerli szovegkornyezet, és a
pedagogus személyisége adja a motivaciot, mig a kozépiskolai korosztalynal inkabb az
ismeretelméleti oldal, a tudoméanyos érdekességek, a meghokkentd, elgondolkodtatd tézisek,
¢s az ezekbdl adodo vitak, érvelések motivalnak leginkabb.

Minden korosztalynal dont6 viszont a tanulok érdeklédési kore. Ha a tanulot 6t nem érdekld

szoveggel probaljuk értelmes olvasdsra nevelni, munkéank kudarcra van itélve.

Mar elsé osztalytol kezdve torekedniink kell arra, hogy ez a képesség prioritast
¢lvezzen oktat6-neveld munkankban.
Az ¢értd olvaséds leginkdbb szoveges feladatokon keresztiil fejleszthetd. Mivel nincs a
matematikaban olyan témakdr, amelyben ne lenne szoveges feladat, igy az is elmondhato,
hogy az értelmes, elemzd olvasasra valo képesség minden témakor tanitasanal kialakithato,

fejleszthetd.

A kovetkezOkben végigkisérjiik alsé tagozattdl a kozépiskoldig az értd olvasés fejlesztési
lehetdségeit. Feladatok elemzésén keresztiil nyomon kdvethetjiik, hogy melyik korosztalynak
milyen szovegkdrnyezetet, milyen motivald szovegeket ajanlunk, és ezen feladatok
megoldasanak milyen moddszerei alkalmasak ennek a kompetencianak a fejlesztésére.

Mindezeket ugy, hogy a matematika minden témakorébdl hozunk példakat.
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Néhany példa a fejlesztési lehetdségekre:

1) ,,A nagypapanal 3 zsak gabonat lattak a gyerekek.
Gabor szerint az 1. zsak buza, a 2. zsak rozs.
Hilda szerint a 2. zsdk arpa, a 3. zsak buza.
Imre szerint az 1. zsdk blza, a 3. zsak arpa.
Milyen gabonaféle volt az egyes zsdkokban, ha az egyiket mindegyikiik eltalalta,
de a masikat mindegyikiik eltévesztette?”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 4. 178/9.)

A feladat megértését segiti egy jO tabldzat elkészitése, ami a tanulok Aallitdsait foglalja

magéban.

1 3.
G| BJ|R
H A |B
| B

A téblazat kitoltése nem okozhat gondot a tanuloknak, hiszen csak a szdvegben 1évo
allitasokat kell megfelelden elhelyezni benne.

Az elemzés, azaz a feladat értelmezése mar tobb problémat jelenthet. Ilyenkor hajlamosak a
tanulok a taldlgatasra, ami sokszor eredményezhet rossz megoldast, hiszen Iényeges jegyeket
kihagyhatnak, és 1ényegteleneket beemelhetnek az dsszefliggések megkeresésébe.

Ugy kell a tanulokat kérdésekkel iranyitani, hogy az allitisok Osszevetése kapcsan az

ellentmondasok felszinre keriiljenek.

— Tegyiik fel, hogy Gabor és Imre 1. llitasa hamis.
Mi lehet akkor a masik két zsakban?
Imre szerint a 3.-ban arpa, Gabor szerint a 2.-ban rozs. (Hiszen ez az allitasunk
mar igaz.)
gy viszont a biizat nem tudjuk egyik zsakba sem elhelyezni, tehat zsakutcaba
jutottunk. Az ilyen zsakutcdk tanulmanyozasa nagyon elmecsiszolo, €s jelentdsen

fejleszti az értd olvasast.
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— Tegyiik fel, hogy Gabor és Imre eltalalta, hogy buiza van az 1. zsakban.

Kérdések:
— Mi nem lehet ekkor a masik két zsakban?
— Mi lehet ekkor a masik két zsakban?

Vilasz:
A 3. zsakban biztosan nincs arpa, hiszen Imre igazat mondott az 1. zsékra.
Ebbdl kovetkezik, hogy csak a 2. zsdkban lehet arpa.

Innen adodik a megoldas:

1.B; 2.A; 3.R

Az értd olvasast itt, mint cselekvésben szervezddd képességet fejleszthetjiik, de az allitasok
igaz, hamis voltanak eldontése, a logikai értékek Osszehasonlitdsa, majd ezek rendezése a

megismerésben szervezddo képességet feltételezi.

A tablazat készitése, a feladat lejatszasa, parokban, csoportokban torténd foglalkoztatas, a
megfeleld tanari kérdéskultura mind sziikséges ahhoz, hogy ebben a korban az érté olvasas

képességét a megfeleld szintre hozzuk.

2) ,,Vizsgald meg, hogy az adatok mindegyike sziikséges-e a megoldashoz! Hidnyzik-e
adat? Sziikség esetén készits rajzot, tablazatot!
Az udvarban hosszu lancra ki van kétve egy hamis kutya. Bemehet-e egy kislany a
hazba a kutyaharapas veszélye nélkiil, ha a kutyaol és a kapu tavolsaga 10 m?"

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 5. osztaly B1.23.)

Az els6, amit észrevesziink, hogy nem direkt miveletre utaldé a feladat, hanem
szovegértelmezésre. Milyen adatokat taldlunk a feladatban, melyik adat sziikséges a
megoldashoz, van-e olyan adat, amit nem haszndlunk fel stb.? Egy rajz elkészitése sokat
segithet a megértésben. Egy jo abrabol, vagy egy helyes értelmezésbdl rogton kidertiil, hogy
nem megoldhato a feladat, mert nem ismerjiik a lanc hosszat.

A feladat megoldasahoz javasoljuk a frontdlis munkat, mint munkaformat és a tanar-diak
parbeszédet, mint mddszert. Ha a tanulok el is jatsszak a torténést, megjelenitik mozgassal a

feladatot, akkor a megértés még konnyebbé tehetd.
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Sok olyan szoveges feladatot kell adnunk tanitvdnyainknak, amelyeknek nem kérjiik a
teljes megoldasat, hanem csak a sziikséges ¢€s felesleges adatok kigytijtését, az adatok kozti
Osszefiiggések feltarasat, a szovegnek megfeleld rajz, dbra, tablazat készitését és a megoldasi
tervet.

Lehetoleg a legkevesebbet kozoljik, és a legtobbet kérdezziik a megoldassal kapcsolatban. A
jO tanari kérdések elengedhetetlenek az értd olvasas kialakitasahoz.
Néhany ilyen kérdés:

— Mikor nem harapja meg a kutya a kislanyt?

— Milyen hosszu lehet a lanc, hogy a kutya ne érje el a kislanyt?

— Adott-e a lanc hossza?

— Milyen adat sziikséges ahhoz, hogy véalaszolhassunk a kérdésre?

A tanuldk tobbségénél az is az értd olvasas hianyat mutatja, hogy konkrét megoldast akarnak
adni a feladatra (példaul megadni a lanc hosszat), holott a kérdés az adatok sziikséges és
elégséges, illetve felesleges voltara vonatkozik.

A tanarnak mar a szoveg elolvasasa el6tt fel kell hivni a figyelmet arra, hogy mi a kérdés, és

csak az arra adott valaszt fogadja el a megoldas utan.

3) ,,A folyoba két colopot vertek le. Az egyikbdl 1,26 m, a masikbol 0,72 m latszik
ki a viz folott.
a) Mennyi a kiilonbség a colopok viz feletti magassaga kozott?
b) Mennyi lesz a kiilonbség a c6lopok viz feletti magassaga kozott, ha a folyd
vizszintje 0,60 m-t emelkedik?
) Mennyi lesz a kiilonbség a c616pok viz feletti magassaga kozott, ha a folyo
vizszintje 0,72 m-t siillyed?”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 6. osztaly 1.115.)

Az ilyen tipusu feladatokkal is jol lehet fejleszteni az értd olvasast. Kdnnyen lerajzolhato,
ezaltal értelmezhetd a feladat. Jatékos formdban tudjuk a tanuldval felfedeztetni azt a nem
konnyli ismeretet, hogy a kiilonbség nem valtozik, ha a kisebbitend6t és a kivonandot

ugyanannyival valtoztatjuk.

1,26 0,72 = (1,26 — 0,6) — (0,72~ 0,6) = (1,26 + 0,72) — (0,72 + 0,72)
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A szovegelemzésbol, a rajzbol az is kidertil, hogy ha csokken a vizszint, akkor hosszabb lesz
az egyes oszlopok viz feletti magassaga, ha nd a vizszint, akkor kevesebb. (Forditott
szovegezésu feladat. A novekedés, ndvekedést sugall, a csokkenés csokkenést.)

Azt is érdemes ilyenkor megkérdezni, hogy vajon akkor is ennyi a kiilonbség, ha példaul

80 cm-t emelkedik a viz szintje. (Ebben az az érdekes, hogy matematikailag a kiilonbség nem

valtozik, de a gyakorlatban nyilvan csokken a kiilonbség.)

Ennél a feladatnal is azt hangstlyozzuk, hogy nem receptet kell adni a probléma megoldasara,
nem eljarast kell k6zolni a tanuldval, hanem alapos elemzd munkaval olyan gondolkodési
képességeket kell tanuldinkban kialakitani, amelyeket mind a matematika, mind a gyakorlati

¢élet mas teriiletén is hasznalhatnak.

4) ,Egy haromszog leghosszabb oldala 5 cm-rel kisebb, mint a legrovidebb oldal
kétszerese, a harmadik oldala 0,5 cm-rel nagyobb a legrévidebb oldalnal.
Mekkorak a haromszdg oldalai, ha a keriilete 2 cm-rel hosszabb a legrévidebb oldal
haromszorosanal?”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 7. B 15 / a))

Ez a feladat 7. osztalyos tanul6 szamara bonyolult és nehéz. Nem is javasoljuk a megoldasat a
gyengébb képességli, képzettségii tanulok szamadra, st a jobb képességili tanulok is sok
segitséget igényelnek a pontos megoldashoz.

Az értd olvasas nehézségei ebben a feladatban tigynevezett forditasi nehézségek. A
tanuloknak a kdznapi nyelvet kell leforditani a matematika nyelvére. Ehhez adunk segitséget

egy lehetséges tanari kérdéssorral. Itt a kommunikécid segit a megértésben.

— Mire kovetkeztethetiink abbol, hogy a szdovegben szerepel a ,,leghosszabb” és a
»legrovidebb” oldal?
Valasz: az oldalak kiilonbozok, és sorba rendezhetok.

a< h<c

— Hogyan irhatjuk fel a leghosszabb ¢és a legrovidebb oldal kozti 6sszefliggést?

Valasz: c< 2a azaz c+5=2a
5
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Vegyiik észre, hogy az ,,5 cm-rel kisebb” széveg kivonast sugall (jellemz6 tipushiba),
holott ha egy szakasz 5 cm-rel kisebb egy masiknal, akkor azt 5 cm-rel novelni kell,

hogy egyenléek legyenek.

— Hogyan irhat6 fel a haromszog keriilete?
Valasz: K=a+b+c

(Az oldalak hosszanak 6sszege.)

— Hogyan irhat¢ fel a kertilet és a legrovidebb oldal kozti kapcsolat?

Vilasz: K>3a azaz K-2=3a
2

A megértést nehezité probléma ugyanaz, mint a b) esetben, csak itt a ,,2 cm — rel

hosszabb” hozzaadast sugall.

— M¢ég milyen adatokat nem vettiink figyelembe?
Mit mondhatunk a kdzéps6 oldal hosszarol?
Valasz: b0>5 a azaz b-05=a
—  rjuk fel a keriiletet kétféleképpen és tegyiik ket egyenl6vé!
Vélasz: K=3a+?2 K=a+b+c=a+b+2a-5
Ebbol: 3a+2=3a+b-5

Innen mar konnyen megoldhaté az egyenlet. Belathatdé, hogy a feladat megolddsanak
nehézsége adddhat a matematikai ismeretek hidnyabol éppugy, mint abbdl, hogy lényeges
jegyek kiemelését, és a koztiik 1év0 0sszefliggések feltarasat a tanulok nem tudjék elvégezni.
Ilyenkor 1épésrdl 1épésre, szordl, szora, sorrdl, sorra végig kell elemezni a szoveget — akar
tobbszor is.

Egy jo rajz és megfeleld kérdéskultira sokat segit a tanuloknak a probléma megértésében.

5) ,,Egy 400 méter hosszu, kor alaku futopalyan ugyanazon helyrdl egy iranyba, egyszerre

indul két futd. Az egyik sebessége 5 m , a masiké 4 m .
S S

Mennyi 1d6 mulva ,,korozi le” a gyorsabb futo a lassubbat?

Hany perc mulva lesz a gyorsabb futonak két kor eldnye?”
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(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 9. B 60.g))

Az ért6 olvasast, a feladat értelmezését segiti egy jo rajz készitése. Az dbra felrajzoldsa utan a
kovetkezd — az elemzést segitd — kérdések adodnak:
— Mit jelent az, hogy egyszerre indulnak, majd talalkoznak?

Valasz: azonos ideig haladnak.

— Mit jelent a lekor6zés?

Vélasz: a gyorsabb 400 m-rel tobb utat tesz meg, mint a lassubb.

— A fenti kér kérdésre adott valaszok alapjan milyen dsszefiiggés irhato le a két futd
mozgasarol?
Vilasz: 5t — 4t =400
Majd kérjiik ennek az egyenletnek az indoklasat.

(A két futo altal megtett ut kiilonbsége éppen 400 m.)

Innen az egyenlet megoldasa utdn mar konnyen megvalaszolhaté minden kérdés.

Egy masik megoldasi mdd az értd olvasas magasabb szintjét mutatja.

Ha az egyik futd 5 m-t tesz meg 1 s alatt, a masik pedig 4 m-t, akkor 1 s alatt a
gyorsabb 1 m-rel tobb utat tesz meg. Ha 1 m kiilonbséghez 1 s sziikséges, akkor 400 m
kiilonbséghez 400 s.

Ezzel azt is igazoljuk, hogy minél fejlettebb a tanuld olvasasi képessége, annal inkabb képes

tobbféle megoldast talalni, illetve annal inkabb képes munkajat leegyszeriisiteni.

Osszefoglalva:
Az értelmes, elemzd olvasds nem az ember velesziiletett képessége. Ezt kemény,
kovetkezetes, tiirelmes munkéval kell a tanarnak kialakitani tanitvanyaiban. Ehhez viszont jo
kérdéskultarara, jo6 mddszertani kulturaltsagra, és nem utols6 sorban nagy szakmai tudésra
van sziiksége.
Ha ez megvan a tanarban, akkor ezzel még a tanuloi tiirelmetlenséget, illetve a kitartas, €s a

motivaltsag hidnyat is kikiiszobolhetjiik.
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Kulcsszavak
megismerésben szervezodo képességek
tevékenységben, cselekvésben szervezodo képességek
tarsas kapcsolatokban szervezodo képességek
a megértest segito tényezok
életkori sajatossagok

tanari kérdeskultura

Kérdések, feladatok:

1) Mit értiink értd olvasason? Sorolja fel a jellemzdit!

2) Keressen a koznapi életbdl olyan szovegeket, amelyek az értelmes, elemzd olvasas
készségét feltételezik!

3) Nyiregyhazarol Pécsre akar utazni vonaton. A vasuti menetrend tanulméanyozasaval
tervezze meg a legrévidebb ideig tartd oda-vissza utat!
Ugyanezt terveztesse meg tanitvanyaival is!

4) Az egyes korosztalyoknal milyen teriiletek szervezddési folyamata az értd olvasas

kialakulasanak folyamata?

Kotelez6 irodalom:

1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagdgia I-11. féiskolai jegyzet
Bessenyei Kiad6 Nyiregyhaza, 2000

2. Farago6 Laszlo: Szoveges feladatok megoldéasa egyenlettel
Tankonyvkiad6, Budapest, 1969

3. Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 1-12. osztaly szamara
Miiszaki Kiado, Budapest, 2002-2010

4. Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika programok 5-8. 0.
Miiszaki Kiad6, Budapest, 2002-2008

Ajanlott irodalom:
Polya Gyorgy: A gondolkodas iskoldja
Akkord Kiadé, Budapest, 2000
Polya Gyorgy: A problémamegoldas iskolaja I-11.
Tankonyvkiad6, Budapest, 1968
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Varga Tamas: Dienes Professzor Jatékai

Miszaki Kiad6, Budapest, 1989

1.  Problémamegoldasra valé képesség

Ha feltessziik a kérdést, hogy miért tanitunk, tanulunk matematikat, akkor elsé
valaszként rogton a problémamegoldasra valo képesség jut esziinkbe. Es valoban igy van.
Mint mar korabban is irtuk, nem sokat érlink tanuldink azon ismereteivel, amelyek csak a
definiciok, tételek pontos elmondésaban jelentkeznek, de amint egy feladat megoldasaban
alkalmazni kellene ezen ismereteket, azaz egy probléma a megoldasahoz kellene el6hivni
azokat, akkor ez mar ,,megoldhatatlan problémat” jelent a tanuléknak

A matematikai gondolkoddsnak két alapvetdé funkcidja van: a megértés ¢és a
problémamegoldas.

A megértés alapja — az el6z6 pontban taglalt — értd olvasas, ami nagyon sok
gondolkodasi miivelet meglétét feltételezi. (Lasd: A matematikatanitas cél-, feladat- ¢és
kovetelményrendszere cimii fejezetet.)

A problémamegoldasra val6 képességhez egy sor egyéb pszichés tulajdonsag megléte
sziikséges. Nevezetesen: kreativitds, Osszefliggések meglatasa, itéloképesség, bizonyitasra
valo képesség, transzfer (azaz az ismeretek mas teriileten valé alkalmazasa), kombinatorikus
gondolkodéasra val6 alkalmassag stb.

Ezekbdl a felsorolasokbol is lathatd, hogy mind a megértés, mind a problémamegoldas
nagyon nehéz gondolkoddsi folyamat, ami nélkiil sem matematikai, sem egyéb tarsadalmi
tevékenység nem képzelhetd el. Rdaddsul ez a két komponens nem is valaszthatd el
egymastol, hiszen sokszor mar a megértés is problémat jelent a tanulonak, amit meg kell
oldani a megértéshez, mig megértés nélkiil nem képzelhetd el problémamegoldas.

Polya Gyorgy szerint a probléemamegoldas eddig nem ismert, uj feladatok megoldasa,
hipotézisek felallitasa, uj megoldasmodok kiprobadlasa, térvényszeriiségek felfedezése.

Kiirti Jarmila igy definidlja a problémat: Az ember szamara probléma lehet mindaz,
amiben nem bizonyos, de amirol legalabb annyi ismerettel rendelkezik, hogy felkelthesse

érdeklodését. Ez utdbbi mar a motivacio sziikségességét is eldrevetiti.
Problémamegoldés nem létezik problémaérzékenység nélkiil. Ha képesek vagyunk egy
feladatban az adatokat, az Osszefiiggéseket ugy boncolgatni, hogy a probléma elobukkan,
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megértjiik, hogy mit kérdez a feladat, és hajlandosagunk van arra, hogy a feltett kérdésekre
valaszoljunk (azaz megoldjuk a problémat), vagy az adatok alapjan kérdéseket tudunk
konstrualni (azaz feladatot szerkeszteni), akkor ezt a képességet probléemaérzékenysegnek
nevezziik.

A probléma nem azonos az ismeretlennel valo taldlkozassal, hiszen az ismeretlennel vald
talalkozés, egy fogalom kialakitasa, egy feladat megolddasa nem biztos, hogy probléma a

tanuld szamara.

Ennek okai a kovetkezdk lehetnek:

1) Nincs meg a sziikséges érdekeltség, hianyzik a motivacio, a tanuld nem akarja
megoldani a problémat.

2) A tanul6 ismeretei 1ényegesen magasabb szintiiek, mint amit a feladat megoldasa
elvar téle. (Példaul kozépiskolaban a szorzotabla.) Ebben az esetben jelenik meg
az unalom a tanulé munkéjaban.

3) A feladat megoldasahoz Iényegesen magasabb szintii ismeretek sziikségesek, mint
amikkel a tanuld rendelkezik. Ekkor a tanuldé nem érti a kérdést, a feladat elveszti
problémajellegét, érdektelenné valik a tanuld szamaéra, kikeriil a tanul6 érdeklddési
korébol. Ekkor jelenik meg a kozombdsség a tanuld munkajaban. (Példaul:

Altalanos iskolaban a szinusztétel.)

Ezekbdl azt is leszilirhetjiik, hogy a problémak nem egy adott korhoz kotddnek, hanem
viszonylagosak. Egy matematikai feladat valaki szamara még nem, valaki szamara mar nem,
valaki szdmara éppen probléma.

Ezért fontos a tanarnak odafigyelnie mind az ismeretelsajatitasi folyamatban, mind a
gyakorlasnal arra, hogy az életkornak, a tanulok képességének, képzettségének megfeleld
feladatokkal lassa el Oket, iligyelve a megfeleld ,talalasra”, azaz a motivacidra is. A
problémamegoldo képesség dnmagatdl nem alakul ki. Erds tanari irdnyitasra, segitségre van
hozza sziikkség. Csak a jo problémamegoldo képességgel rendelkezé tandar tud jo

probléemamegoldasi képességet kialakitani tanuloiban.

A kovetkezokben példakat mutatunk arra, hogy a problémamegoldd képesség hogyan
alakithat6 ki, hogyan fejleszthetd feladatok megoldasan keresztiil. Megmutatjuk a tanari

segitségnyujtas lehetoségeit, példakat mutatunk a célravezetd kérdésekre.
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1) ,, Az ABCD nem derékszogii paralelogramma A cstucsaban az AB-re, C csticsaban
a BC-re merdlegest allitunk, amelyek E-ben metszik egymast. Milyen szdget
zar be az ED egyenes az AC 4tloval? Allitasunkat igazoljuk!”

A feladat megoldasahoz tudnia kell a tanulénak a paralelogramma tulajdonsagait,
illetve a haromszog magassagvonalaira vonatkoz6 ismeretet. Ezeket az ismereteket 7.
osztalyban mar tanuljak, igy a probléma megoldasa akar egy 7. vagy 8. osztalyos tanulotol is
elvarhato. Viszont elég sok rejtett allitast tartalmaz a feladat, igy csak a jo képességl
tanuloknak ajanlott feladni. A gyengébb képességii tanulok szdmara — éppen a megértés és az
elézetes ismeretek hianya miatt — érdektelenné valik a feladat. Nincsenek meg a

problémamegoldas feltételei.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen tandri segitséggel, milyen kérdésekkel, milyen
utasitassal hogyan segithetd a probléma megoldasa!

Mint minden széveges feladatban itt is megtalalhatok az explicit (nyilt) és az implicit (zart)
allitasok. Szerencsés el6szor ezeket kigylijtetniink a tanulokkal.

Explicit (nyilt) allitasoknak tekintjiik azokat az adatokat, illetve a koztiik lévo
osszefiiggéseket, amelyek a feladat szévegébdl kozvetleniil kiolvashatok. (Benne vannak a
szOovegben.)

Impliciz (zart) dllitasoknak tekintjiik azokat az adatokat, osszefiiggéseket, képleteket,
algoritmusokat stb., amelyek a szévegbdl kézvetleniil nem olvashatok ki, de amelyeket tudnia
kell a diaknak ahhoz, hogy a feladatot megoldja. (A szoveges feladatokrol részletesen
olvashatunk a Matematika tantargypedagogia 1. foiskolai jegyzet XII. fejezetében.)

A feladatban szerepl6 explicit allitasok:
— nem derékszogli paralelogramma,
— A pontban AB-re merdleges,
— C pontban BC-re merdleges,
— E metszéspont,
— ED egyenes,
— AC atlo.

A feladat implicit allitasai:
— Milyen tulajdonsagai vannak a paralelogrammanak?

TAMOP Eger 43
Dr. Czeglédy Istvan: Kompetenciaalapti matematikaoktatas, 2010



— Mi a derékszogli paralelogramma?

— Derékszogli paralelogramma esetén milyen lenne az E és a D pontok viszonya?
— A DC és az AD egyenesek milyen egyenesei az ACE haromszognek?

— Mit tudunk a haromsz6g magassagvonalairdl?

— Milyen pont a haromsz0g magassagpontja?

Mint lattuk az implicit ,,allitdsokat” kérdés formdjaban fogalmaztuk meg, mert ezekre a

kérdésekre adott valaszok egyben mar a probléma megoldasat is jelentik. Az allitasok

felsorolasabdl az is kideriil, hogy a problémamegoldast az implicit allitdsok megtalalasa teszi

nehézz¢. Ehhez kellenek a jo tanari kérdések és a megfeleld dbra. Az dbra megrajzolasat itt az

olvasora bizzuk, hiszen reményeink szerint matematikdval behatéan foglalkoz6 egyének

olvassak irasunkat.

Néhany ilyen kérdés és a ra adott valasz a feladat megoldéasaval kapcsolatban:

Miért kotjik ki, hogy nem derékszégli a paralelogramma? (Mert a derékszogl
paralelogramma — a téglalap — esetén a D és az E pont megegyezne. Igy a DE
egyenesrdl beszélni értelmetlen lenne. Ez egy j6 abrabol konnyen kideriil.)
Mit mondhatunk a paralelogramma szemkozti oldalair6l? (Parhuzamosak.)

Ha AE merdleges AB-re, akkor milyen szoget zar be a DC egyenes az AE-vel?

(Derékszoget. Mivel AB|l DC és AE L AB akkor AE L DC)

Ha EC merdleges BC-re, akkor milyen szoget zar be az AD egyenes az EC-vel?
(Derékszoget. Az el6z6 pont gondolatmenete szerint)

A DC és az AD egyenesek milyen nevezetes vonalai lesznek az ACE haromszognek?
(Magassagvonalai, hiszen egy cstcsbdl a szemkozti oldalra bocsatott merdlegesek.)
Mit tudunk a hdromszog magassagvonalair6l?

(Egy pontban metszik egymast. Ez a magassagpont.)

Az ED egyenes milyen nevezetes vonala lesz az ACE haromszognek?
(Magassagvonala, hiszen egy cstcsot a magassagponttal kotottiink dssze.)

Mit tudunk a haromszdg magassagvonalair6l? (A cstcsokbdl a szemkozti oldal
egyenesére bocsatott merdlegesek.)

Tehat milyen szoget zar be az ED magassagvonal az AC oldallal? (Derékszoget.)
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Lathato, hogy a problémamegoldd képesség jo tanari kérdésekkel, jo abraval, megoldasi
tervvel, kevés kozléssel és direkt utasitassal szépen fejleszthetd. (Természetesen a kérdések
szama, mindsége, lebontottsdga nagymértékben fiigg a tanuldk fejlettségétol. Van, akinek elég

egy-két 1ényegre tord kérdés, van akinek a fenti er0sen lebontott kérdéssor is kevés.)

A kovetkez6kben megmutatjuk azt, hogy alsé tagozatban, amikor a
problémamegoldashoz sziikséges készségek kevésbé fejlettek, vagy teljesen hidnyoznak,

hogyan tudjuk fejleszteni ezt a kompetenciat.

2) ,,Hogyan lehet pontosan 6 liter vizet kimérni egy folyobdl, ha csak egy 4 literes és
egy 9 literes edényiink van?”
(A feladatot nehezithetjiik azzal, hogy a legkevesebb ontdgetéssel kérjiik a megoldast.)
(TIT Kalmar Laszl6 Matematika Verseny, Orszagos Dontd, 2010. 4. osztaly)

A tanulok probalkozasai kozott szerepel az, hogy csak félig Ontik valamelyik edényt. A
nyilvanval6 kérdésre, hogy ,,Pontosan meg tudjuk ezt csinalni?” elbizonytalanodik a gyerek.
(Bar kézenfekvd volna, hogy 4 litert, plusz a 4 liternek a felét ontjiik a 9 literes edénybe.) Az a
tanulo, aki igy gondolkodik, kiss¢ még fejletlen a gondolkodasi miiveletek terén, és az értd
olvaséasban is van mit pétolnia.

Miutan tisztaztuk a feltételeket, felvazoltuk a cselekvés tervét, johet a megoldas, illetve

johetnek a tanari segitd kérdések.

— Melyik edényben lehet végiil 6 liter viz?

Valasz: a 9 literesben.

— Hogyan érhetd ez el? Mi lehet az utolso 1€pés?
Valasz: vagy 4 liter + 2 liter, vagy 9 liter — 3 liter.
A 4 liter + 2 liter elérése elég koriilményes, mert mint kordbban megfogalmaztuk,
vagy az Urtartalmat felezni nem lehet. Csak tele tolthetok az edények, vagy teljesen

kitirithetok.

— Hogy tudjuk elérni azt, hogy a 4 literesben 1 liter viz maradjon?
Vialasz: A 9 literesbdl kétszer 4 liter vizet kiontlink, majd a maradék 1 litert atontjiik a

4 literes edénybe.
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— Hogyan valosithatjuk meg, hogy a 3 liter viz segitségével 6 liter legyen a 9 literesben?
Valasz: A 9 literes edényt teletoltjiik, majd atontiink beldle 3 litert a 4 literesbe.
gy megoldottuk a problémat, a 9 literes edényben pontosan 6 liter viz van ugy, hogy

mindig pontosan mértiik ki az tirtartalmakat.

Ennek a problémanak a megoldasdhoz nagyon kis matematikai apparatus sziikséges, viszont
az adatokkal valé kombinativ miiveletvégzés elengedhetetlen hozza. A feladat eljatszhatd,
majd ennek alapjan modellezhetd, ami a problémamegoldashoz nélkiilozhetetlen megértést is
segiti.

Erdekességébdl adodik a motivacio is. Versenyszerlien, nagy élvezettel dolgoznak a feladat

megoldéasan a gyerekek.

A problémamegold6 képességben elengedhetetlen, hogy a tanuldk bizonyos jartassagokkal
rendelkezzenek, azaz meglévé ismereteik kombinativ, alkotomodon valéd felhasznélasa révén
jutnak 10j ismeretekhez, illetve a probléma megoldasahoz.

A jartassagok kialakitdsdhoz sok — sok gyakorlason keresztiil vezet az ut, megfeleld tanari

segitséggel.

Végiil vizsgaljuk meg azt, hogy magasabb szintli matematikai ismereteket igényld problémak

megoldasahoz hogyan tudjuk hozzésegiteni az érettségi el6tt alld jobb képességili tanulokat.

3) ., Egy hdromszog szogeire a kovetkezd 0sszefliggeés teljesiil:
sina + cos a =sin f§ + cos f§

Szogei, vagy oldalai szerint milyen lehet ez a haromsz6g?”

Ez igy egy ,meghatiarozo jellegli feladat. Ha ezt ,bizonyitd” jellegli feladatként

fogalmazzuk meg, akkor egészen mas jartassagokat tudunk vele fejleszteni.

A feladat mas megfogalmazasa:
,Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszog szogeire teljesiil a sin a + cos a = sin f + cos
Osszefiiggés, akkor a haromszog egyenldszaru, vagy derékszogili.”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 11. 2. 89.)
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Bar bizonyitasos feladatokat a tanulok kevésbé szeretik (a késObbi fejezetekben taglaljuk,
hogy miért), viszont itt mégis konnyebb a masodik esetet megoldani, mert mig az els6 esetben
sOtétben tapogatozik a tanulo, addig a masodik megfogalmazas segitséget is ad. (Tudjuk, hogy
mi jellemz6 az egyenldszaru €s a derékszogii haromszdgekre, és ez hogyan nyilvanul meg a

szogek kozti 6sszefiiggésben.)

Mi most az elsd megfogalmazasi — a meghatarozo jellegli — probléma megoldasanak utjat
mutatjuk meg.

Kérdések és a vart valaszok:

— Oldalaik, vagy szdgeik szerint milyenek lehetnek a haromszogek?
Vilasz: 4ltalanos, egyenldszart, egyenld oldali vagy hegyesszogi, derékszogl,

tompaszogu.

— A megadott feltétel alapjan melyik esetet kell figyelembe venniink?
Vilasz: a masodikat, mivel oldalak nem szerepelnek a feltételek kozott és a

szogfiiggvényekbdl tudunk kovetkeztetni a szogek kozti osszefliggésekre.

— Milyen Osszefiiggések lehetnek a haromszog két szoge kozott?
Valasz: a=f; a+p=90° a+pB+90°
(Egyenldszaru-, derékszogili-, ltaldnos haromszog.)

— Milyen osszefliggések alapjan lehet atalakitani az egyenletet ugy, hogy (a £ f)
valamilyen szogfliggvénye szerepeljen benne, amibdl mar kovetkeztethetiink a koztiik
1év6 kapcsolatra?

Itt johet a tanari segitség!

A sin o + cos a = sin  + cos f egyenletet olyan alakra hozzuk, hogy
felismerhet6 legyen a korabban tanult ismeret. (sin o — sin ) + (cos a— cos ) =0
A kovetkezd ismeretek felhasznaldsaval atirhatjuk az egyenletet:

a+ﬂsin a;ﬂ

sin a —sin f =2 COS

a+pf
2

cos o —cos f= —2sin
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2sin =8 (cos atp_ sinﬂ):o
2 2 2

— Egy szorzat mikor 0?

Valasz: ha valamelyik tényezdje 0. Azaz:

sin 2=8 —¢ vagy  cos a+h _gp 2th
2 2 2
Innen rutinfeladat a megoldas. A tanulok mar tanari segitség nélkiil is elboldogulnak
vele.
L 2l oo
2
a=p

A haromszdg két szoge egyenld, a haromszog egyenldszar.

Il.  cos a+p =sin a+ph cos (%— #)

Ebbdl: o + f =

NN

Ha egy haromszog két szogének sszege 90°, akkor a harmadik szdge is 90°, azaz a
haromszog derékszog.

A feladat megoldasa: a haromszog egyenldszarua, vagy derékszogi.

(Mivel a és f egy haromszog két szog, igy a forgasszogeket nem kell figyelembe

venniink.)

A harom kidolgozott, és kérdésjavaslatokkal ellatott feladat alatdmasztja a
fejezet elején mondottakat. A probléma mindig viszonylagos. Erésen befolyasoljak a
problémamegoldast a tanuld meglévo ismeretei, ismereteinek hidnya, a motivacio €s

az akarati tényezok.

A problémamegoldo képességet csak az a tanar tudja kialakitani a tanulokban,
aki maga is probléma érzékeny, tovabba a problémamegoldd képesség csak
problémak megoldasan keresztiil sajatithato el. Kezdetben dontd a tanari tevékenység
— a tanul6 reprodukal — késobb kialakulnak a sziikséges jartassagok, készségek, és

ekkor a reprodukciot (a tanar megoldasanak kovetését) sok gyakorlas utan felvaltja a
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konstrukcio, amikor a tanuld 6nalloan képes — esetleg tandri utmutatotol teljesen
eltéré — megoldast konstrudlni.

Mindezek feltétele a nem vaktdban, véletlenszeriien torténd probalkozéas, hanem az
ismeretek tervszerli, célszerti, kombinativ alkalmazasa, a tudatos tanuléi — tanari
kozos tevékenység. A tanulok eltérd adottsaga, képessége, képzettsége, készsége
miatt a differencialt foglalkoztatast ajanljuk leginkdbb egyéni, péros, vagy

csoportmunkaban.

Kulcsszavak
probléma
problémaérzékenység
megértes
problemamegoldas
explicit allitasok
implicit allitasok

problemamegoldasra valo alkalmassag

Keérdések, feladatok:

1) Mi jellemzi a tanulok problémaérzékenységét?

2) Hogyan motivalhatok a tanuldk a problémak megoldasaban?

3) Elemezze a megértés és a problémamegoldés folyamatat!

4) Keressen a Hajdu — féle tankonyvesalad konyveibol olyan feladatokat, amelyekkel
a problémamegoldo képesség jol fejleszthetd!

Konstrudljon kérdéseket, és adja meg a megoldasi utmutatokat is!

Kotelez6 irodalom:
1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. foiskolai jegyzet
Bessenyei Kiadoé Nyiregyhaza, 2000
2. Faragd Laszl6: Szoveges feladatok megoldésa egyenlettel
Tankonyvkiad6, Budapest, 1969
3. Kiirti Jarmila: Kreativitasfejlesztés kozépiskolas korban
Tankonyvkiado, Budapest, 1982
4. Kirti Istvanné: Tervek, hipotézisek, stratégidk a 9-14 éves gyerekek gondolkodasaban
Akadémiai Kiado, Budapest, 1982

TAMOP Eger 49
Dr. Czeglédy Istvan: Kompetenciaalapti matematikaoktatas, 2010



5. Dr. Hajdu Séandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 5-12. osztaly szaméara

Miszaki Kiad6, Budapest, 2002-2010

Ajanlott irodalom:

Polya Gyorgy: A gondolkodas iskoldja
Akkord Kiadd, Budapest, 2000

Polya Gyorgy: A problémamegoldas iskolaja I-11.
Tankonyvkiadd, Budapest, 1968

Lénard Ferenc: A problémamegoldé gondolkodas
Akadémiai Kiado, Budapest, 1984

Salamon Jend: Az alkotd gondolkodés kutatasi problémai

Akadémiai Kiado, Budapest, 1979

1. Szamolasi készség

Szamolas irasban, fejben; a hétkéznapok matematikaja

Tobben lebecsiilik, masok tulértékelik az embernek ezt a képességét. Az igazsag a két
szemléletmod kozott van. Csak azért ,tudni szamolni”, hogy Oncélian dicsekedjiink
tudomanyunkkal (példaul tobbjegyli szamot tobbjegyiivel ,,fejben” szorozni, osztani, vagy
»fejben” négyzetgyokot vonni tdbbjegyli szambol) nincs értelme, vagy legalabbis nem sok.
De nem haszontalan, mert azt azért el kell ismerni, hogy az oOncélu szdmolas is sok
agysejtiinket megmozgatja, fejleszti a memoridnkat €és az algoritmikus gondolkodasunkat is.
De az 6ncéli szamolast nem tekintjiik értékes képességnek.

Olyan szamolasi készséget kell kialakitanunk a tanuldinkban, amely segiti Oket a
tarsadalmi beilleszkedésben, a gyakorlati életben val6 alkalmazasban, a matematikai feladatok
megoldasaban és ezek altal a gondolkodas fejlesztésében, az egyszeriiségre €s a célszerliségre

valo torekvésben.

Elmondhatjuk, hogy az a szamolasi készség értékes, ami tudatossagon alapszik, ami
alkalmazasra képes, tovabbad ami eszkdoz egyéb matematikai €s nem matematikai
tevékenységhez. Tehat az ,.értelem nélkiili” verbalis szamoléasi készség helyett a tudatos

szamolasi készség kialakitdsa lehet a célunk. Ennek megfeleléen kell felépiteniink,
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megterveznlink a feladatsorokat is. Minden esetben torekedniink kell a célszertiségre, az

egyszeriiségre €s a pontossagra.

A fejlett szamolasi készséghez a szamok irdsa, olvasdsa, helyiérték szerinti bontdsa,
miiveletek vegzése, a miiveleti tulajdonsagok alkalmazasa, nagysag szerinti rendezés, a
szamegyenesen valo abrazolads, a halmazokba rendezés, a becslés, a kerekités, a becsiilt és a
kerekitett értékkel valo szamolas is hozzatartozik.

Az ember vasarlaskor, tizletkotéskor, a munkaban vagy mashol a gyakorlati ¢letben
nem pontos, hanem hozzavetdleges értékkel dolgozik, mintegy koriilbeliil megtervezve a
tevékenységét, a fizetendd Osszeget, vagy a jarandosagat, esetleg az elvégzendd munkéra
fordithatd id6t, bizonyos megteendd tavolsagokat stb. Ehhez viszont nélkiilozhetetlen a
becslésre ¢és a kerekitésre vald képesség, a nagysagi relaciok, és ezek tulajdonsigainak
ismerete, a természetes, az egész, a raciondlis és a valos szdmok kozti kapcsolatok biztos

tudasa is.

Hogyan tudjuk kialakitani, fejleszteni tanuldink szamolasi készségét?

Példaként nézziink egy, a tanulok altal érdekesnek tartott feladatot. Akar mar altalanos
iskolaban megkérdezhetjiik, de kozépiskolaban az algebrai kifejezések tanitasa utan — mintegy
belsd koncentracioként — mindenképpen javasoljuk a feldolgozasat annak, hogy mennyi 15,
25, 35, 45, stb. szamok négyzete. Esetleg tanuloparokban versenyeztetjiik dket, és a tanar is
részt vesz a versenyben. Nagy valdszintiséggel 6 fog gyézni addig, amig a tanuldk fel nem

fedezik a szabalyt. (Kezdetben a tanulok szamologépen ellenérzik az eredményeket.)

15%=225; 25%=625; 352=1225; 45%=2025; ...

Megfigyelhetjiik, hogy minden 5-re végz0d6 szam négyzete 25-re végzodik. A 25 elbtt 1évo

szam pedig az elsé szdmjegy €s a szamsorban utdna kovetkezd szdm szorzata.

1-2=2;2-3=6;3-4=12; 4-5=20; ...

Ezek utan a tanulok is konnyen kiszamithatjdk akar haromjegyli 5-re végzodd szamok
négyzetét is.

Példaul: 1052=10" 11100 + 25 = 11025
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Miutan konkrét példdkon megmutattuk az algoritmust, lehetdleg ugy, hogy azt a
tanulok fedezzék fel, tudunk altaldnositani, és ezt az ismeretet tudjuk kapcsolni az algebrai

kifejezések témakorhoz ismétlésként mintegy visszacsatolasként.
(10a + 5)° = 100a* + 100a + 25 =100 - a - (a + 1) + 25
Magyarazat:

Minden 5-re végz6d6 természetes szam felirhato 10a + 5 alakban. (Példaul: 85 =10 - 8 + 5;
135=10-13+5 sth.)
Ha egy természetes szamot 100-zal megszorzunk, akkor a szorzat biztosan két 0-ra végzddik,
tehat 852 = 100 - 8 - 9 + 25, és minden més 5-re végzOdo természetes szam négyzete is ezért
végzddik 25-re. Ez az ismeret is csak akkor valik hasznos készséggé, ha a tanuld érti is azt,
hogy miért igy képezziik ezeket a négyzeteket, és nem csak verbalisan bemagolja a szabalyt.
Még értékesebb ez a készség, ha a tanulo tovabb tudja fejleszteni az itt tanultakat, példaul a
tizedes tortekre.

35°=12,25; 3:4+0,25=12.25
A helyiértékre kiilon iigyelni kell. 0,5%=0,25.

Ennél még fejlettebb készséget jelent, ha a tanuld az itt taglalt ismereteket tobb tizedes jegyet
tartalmazo esetekben is tudja alkalmazni.
Példaul: hatarozzuk meg 1,05%t! Ez a helyiértékek alapos ismerete nélkiil nem megy.
A megoldas menete: visszavezetjiik megoldasunkat a korabbi ismeretekre.
2 1. 2., 10 1 _
1,05°=(10,5- —)" =105 (—=)"=(10-11+0,25) - — =
10 10 100

— 1011 & 4025 & =110+ 00025
100 100

Ebbl: 1,05° = 1,1025
Ha az eldbbi ismeretet értelem nélkiil alkalmaznank ebben az 0j helyzetben, akkor kénnyen

kaphatnank a hibas 1 - 2 + 0,0025 = 2,0025 eredményt.

Ezzel mintegy igazoltuk azt, hogy csak a tudatos szamolasi készség elfogadhatd szdmunkra.
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A feladat altalanositasabol az is lathatdé, hogy barmely 5-re végz6dé szamra igaz az

Osszefliggés.

Nézziink most alsé tagozatbol egy példat, amellyel a tudatos szamolasi készséget
tudjuk kialakitani gy, hogy nem a ,lélek6l6”, unalmas, egyszerii numerikus Osszeadast,
kivonast gyakoroltatjuk a tanulokkal.

»EBgy képen 5 szines jatékfigurat 14t a gyerek, és mindegyikhez odairtdk az arat is.

Macko — 641 Ft;
Kirakos jaték — 716 Ft;
Baba — 624 Ft;
Labda — 328 Ft;
Vitorlas modell — 456 Ft
A feladat:
a) Szamitsd ki, mikor mennyit fizetett Gabi, ha legfeljebb 2 jatékot venne; legalabb 3
jatékot venne?
b) Ha két jatékot vasarol Toncsi, akkor még marad pénze, de 3 jatékot mar nem tud
megvenni.
Mennyi pénze lehet Toncsinak?

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3. 91/15.)

Azon tul, hogy a tanulonak tudnia kell haromjegyii szamokat dsszeadni, kivonni, még
ismernie kell a legfeljebb, legalabb fogalmakat is, tovabba 0Osszegeket 0Ossze is kell
hasonlitani, rendezni, valamint becsiilt és kerekitett értékkel dolgozni.

Tehat az egyszerti, gépies alapmiiveleteken til még olyan ismereteket is elsajatit a tanuld, ami
,besegit” a tobbi kompetenciateriilet fejlesztésébe is.

A kérdésekre adott valaszok igazoljak az eldbb mondottakat.

a) Ha legfeljebb 2 jatékot venne Gabi, akkor vehet egyet, vagy kettét. (A tanuldok
tobbsége mar itt téveszt, hiszen 6k pontosan 2 jatékban gondolkodnak.
A legkevesebb , amit Gabi fizethet 328 Ft, a legtobb pedig 1357 Ft.
Ezen értékek kozott még 13 lehetdség van, kiillonbozo értékekkel. A kombinatorikus
gondolkodas fejlesztését szolgalja ezeknek a lehetdségeknek a felsorolasa.

(5 elembdl 1 elem otféeleképpen, 5 elembdl 2 elem tizféleképpen valaszthato ki.)
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b)

Ha legalabb 3 jatékot venne Gabi, akkor vehet 3-at, 4-et, vagy 5-6t. A tanulok
tobbsége, akinek az értd olvasdsa, €s a problémamegoldd gondolkodasa kissé
fejletlenebb, a pontosan harom jatékban gondolkodik. Ezzel jelentésen lesziikitik a
megoldast.

A legkevesebb, amit Gabi fizetett 1408 Ft, a legtobb, pedig 2765 Ft.

Ezen értékek kozott még 14 kiilonbozo dsszeg lehet.

(5 elembdl 3-at tizféleképpen, 5 elembdl 4-et otféleképpen, 5 elembdl 5-6t
egyféleképpen valaszthatunk ki.)

A megoldas itt a jo elemi szamoldsi készségen tul, fejlett problémamegoldo
képességet is feltételez.

Hogy barmelyik 2 jatékot megvehesse, ahhoz 1357 Ft-nal tobb pénze kell legyen,
(hiszen még marad pénze), de 3 jatékot mar nem vehet meg, ami azt jelenti, hogy
1408 Ft-nal kevesebb pénze van. (A 2 legdragabb, és a 3 legolcsobb jaték arainak

Osszege kozti értékek a megfeleldek.)

Ez szép példa arra, hogy érdekes, egyéb kompetenciateriileteket is fejlesztd, jol motivald

feladatokkal hatékonyabban tudjuk fejleszteni a szdmolési készséget.

2) Végezd el a tagok ligyes csoportositasaval a kovetkezé miiveleteket!

1 4 7 3 2
St —t—t—+— -
4 5 9 4 9

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 6. B 1.92.a))

Megoldas:

3) Alakitsd a kovetkez6 hanyadosokat ugy, hogy az osztd 0-ra végz6dé szam legyen,
de a hanyados ne valtozzék! Igy is végezd el az osztast!
a) 19:5=
b) 3475:25 =
(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 6. B 1.101.)
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Megoldasok:
a) (19-2):(5-2)=38:10=3,8
b) (3475 -4) : (25 - 4)=13900: 100 = 139

Az ilyen tipust feladatokkal tudjuk megmutatni, hogy a hosszli szamolasi eljarasok helyett

célszerli gondolkodni, s az egyszeriibb¢, atlathatobba alakitott miiveletet elvégezni.

A csoportositasokkal elérjiikk, hogy két-két Osszeg értéke 1 legyen, illetve a hanyados
valtozéasainak ismeretét felhasznalva (a hanyados értéke nem valtozik, ha az osztandot és az
osztét ugyanazzal a O0-t6l kiilonbozé szammal szorozzuk) jutunk olyan egyszerii
miiveletekhez, amit mar a gyengébb képességli tanuld is el tud végezni. (szorzas, osztas

10-zel, 100-zal, 1000-rel stb.)

A kovetkezé feladat szép példa arra, hogy a tudatos szamolasi készség mennyire
megkonnyiti munkénkat.
4) Végezziik el a miveleteket!
1,1 1 1 1 1
+ =+ + + +

2 6 12 20 30 42

Megoldas:

Réanézésre latszik, hogy a kozOs nevezd meghatirozasaval, kozds nevezdjli tortek
Osszeadasaval nagyon iddigényes, koriilményes, €s sok tévedési lehetdséget magaban rejtd
megoldast produkalhatnank.

A tudatos, értékes szdmolasi készséggel viszont nagyon egyszeriien megoldhaté a feladat.

Pusztan azt az ,,egyszerii” tényt kell észrevenniink, hogy:

(Az ,egyszeriit” azért tettiik idézdjelbe, mert ezzel tudjuk kihuzni a feladat méregfogat, ezzel
fogjuk meg a 1ényegét, és ezzel tudjuk gyorsan, pontosan megoldani a feladatot. Tehat ez az

»egyszeriiség” ugyancsak feltételezi a problémamegoldo képesség meglétét.)

Ezek alapjan adjuk meg a megoldast:
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1 1 1 1 1 1

e T T

2 6 12 20 30 42

1 1 1 1 1 1

= + + + + + =

1.2 2.3 34 4.5 5.6 67

11 1 1,1 1 1 1 61 1 61 1
- I T+ L4+ 4+ _ T 4+ _ 4+-_==

1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7
-1 1.6

1 7 7

(A tobbi egymas mellett 1év0 tag 6sszege 0.)

A szamolasi készség kialakitasanal az a célunk, hogy ne verbalis, értelem nélkiili,
bemagolt miveleteket szajkozzanak tanitvanyaink, hanem tudatos matematikai tevékenységet
folytatva, a lehetséges Osszefiiggéseket és egyszerlsitési lehetOségeket feltarva, a lehetd
legkevesebb hibaval, és a lehetd legtobb gyakorlati alkalmazhatdsag bemutatdsaval sajatitsak

el a szamolasi készséget.

Végiil — érdekességként — bemutatunk két olyan eljarast, ami az utdbbi idékben mar
legfeljebb kiegészitdé anyagként keriilt be a matematika tankonyvbe, de érdekessége miatt
célszerli ma is megmutatni tanitvanyainknak.

(Természetesen azért is, mert a zsebszamologépek, valamint a négyzet- és négyzetgyok —
tablazatok pontossaga véges, igy van olyan eset, amikor valés kdvetelmény, hogy
numerikusan szamoljuk ki a keresett értékeket, amikor a zsebszamologépiink, vagy
tablazatunk csak kerekitett értékek megadasara képes. Egyébként ez a két példa a
késObbiekben targyalandd algoritmikus gondolkodds kompetenciajanak kialakitasat is

nagymértékben segiti.

A feladatok:
,Hatarozzuk meg a 415,3 négyzetét!”
(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 10. 29. oldal 13.)

(4-10°+1-10"+5-10°+3-1071)*=

=42-10*+1%-10°+5%-10°+32- 1072 + 415,3% = 16012509
+2:4-1-10°+2-1-5-10*+2-5-3-10* + 081030
+2-4-5-10°+2-1-3-10°+ 4006
+2-4-3-10% + 24 .
172474,09
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A négyzetre emelés Iépései:

(1) Minden szamjegynek vesszik a négyzetét, s kettes csoportokban (4> = 16; 1* = 01;
52=25; 3*=09; ...) leirjuk az egyenléségjel utan. A tizedesvessz6t itt nem vessziik
figyelembe, csak a végén az eredmény pontos meghatarozasanal.

(2) Az utolso6 jegytol haladva mindegyik szdmnak és az eldtte levonek vessziik a kétszeres
szorzatat. Ezeket egy jeggyel balra kezdve az el6z0 sor ala irjuk.

(3) Ismét az utolso jegytdl haladva mindegyik szdmnak és a kettével eldtte 1évonek vessziik
a kétszeres szorzatat (azaz egy szamjegy kimarad), s ezt ismét egy jeggyel balra kezdve
az el6z0 sor ala irjuk.

(4) Ismét az utolso jeggyel kezdve — most két szamot kihagyva — vessziik a kétszeres
szorzatokat, s egy jeggyel balra kezdve az el6z6 sor alé irjuk. Es igy tovabb, mig

az utolso és az elsé szadmjegy kétszeres szorzatat irjuk az utolsé sorba.
(5) Osszeadjuk a részletszorzatokat.

(6) Az eredményben kétszer annyi tizedesjegyet jeloliink meg, mint amennyi az eredeti

szamban volt.

A zsebszamologépek elterjedése eldtt a négyzetgyokvondst is irasban végezték el a tanulok.
Megmutatjuk ezt az algoritmust is.
,Hatarozzuk meg numerikus szamoléssal 328,415 négyzetgyokét!”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 10. 29.oldal 14.)

/328,415 = ,/328,4150 = 18,122 /328,415 ~18,122
228:28 - 8
441:361 -1
8050 : 3622 - 2
80600 : 36242 - 2
8116
A négyzetgyok 1épései:

(1) A tizedesvessz6tdl jobbra és balra kettesével csoportositjuk a szamokat. Az egészek
helyén az elsé csoport vagy egyes vagy kettes csoport lesz, a tobbi kettes csoport, mig
a tortrésznél sziikség esetén kiegészitjiik 0-val ( vagy 0-kal) a szamot, hogy mindegyik
csoport két szamjegybdl alljon.

(2) Megkeressiik azt a legnagyobb természetes szamot, amelynek a négyzete nem nagyobb az
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elsé csoportnal. (12 <3; 2°> 3) Ezt a szamot irjuk az eredménybe, s ennek a
négyzetét kivonjuk az elsd csoportbol. (3 — 12= 2)

(3) Leirjuk a kiilonbség (2) mellé a kovetkezd szamcsoportot (28), s megnézziik, hogy ennek
az utolso jegyét nem véve figyelembe, hanyszor van meg benne az eredménybe irt szam
kétszerese. (228 : 2; 22-ben az 1 kétszerese)

(4) Ezt a becsiilt hanyadost harom helyre irjuk le. Az eredmény (18) masodik jegye lesz,
tovabba a 2-es 0szt6 utan, s még a 28 szorzojaként. (228 : 28 - 8)

(5) Vessziik a 228 és a 28 - 8 kiilonbségét: 4.

(6) Leirjuk a kiilonbség (4) mellé a kdvetkezo csoportot (41), s az eredményben kitessziik

a tizedesvesszdt. (Hiszen az eredeti szamban is most értiink el a tizedesvesszohoz.)
(7) Megnézziik, hogy ennek az utolso jegyét (1) nem fegyelembe véve hanyszor van meg
benne az eredményben irt szam (18) kétszerese. (44 : 36)
(8) A hanyadost (1) ismét harom helyre irjuk le. Az eredménynek (18,1) ez lesz a kdvetkezd
szamjegye, s ezen tl az osztoban kétszer. (441 : 361 - 1)

(9) Vessziik a441 ¢ésa 361 - 1 kiilonbségét: 80

(10) Leirjuk a kiilonbség (80) mellé a kovetkez6 szamcsoportot (50), s megnézziik, hogy
ennek az utolsod jegyét (0) nem figyelembe véve hanyszor van meg benne az eredménybe
irt tizedesvessz6 nélkiili szam kétszerese. (805 : 362)

(11) A hanyadost (2) ismét harom helyre irjuk le. Az eredménynek (18, 12) ez lesz a
kovetkez6 szamjegye, s ezen tal az osztoba kétszer. (8050 : 3622 - 2)

(12) Vessziik a 8050 és a 3622 - 2 kiilonbségét: 806.

Innen, mivel nincs tobb értékes szdmjegy, 00 csoportokkal folytathatjuk a miiveletet a
kivant pontossagig.

Ellenérzés: 18,1222 ~ 328,407

Az eltérés 0,008. Ez csokkenthetd ugy, hogy tobb tizedesjegyig hatarozzuk meg a
négyzetgyokot. Pontos értéket sohasem kaphatunk, a /328,415 irracionalis szam, igy véges

tizedestort alakban nem irhato fel.

Osszefoglalva:

Oriasi a tanr feleldssége abban, hogy tanuldiban olyan szamolasi készséget alakitson
ki, amivel azok a gyakorlatban jol tudnak boldogulni, ami eldsegiti, és nem hatraltatja a
szamolasi készség egyéb matematikai €s nem matematikai teriileteken vald alkalmazésat,
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amellyel megvalosithatd az egyszerliségre, célszerliségre torekvés, azaz olyan készséget,

amely jo eszkozrendszerként funkcionadl a tarsadalmin beilleszkedéshez.

Kulcsszavak
szamfogalom
szamhalmazok
a szamoldsi készség ismérvei
az 5-re végzodo szamok ismérvei
negyzetreemelés
négyzetgyokvonas

egyszertiség, célszeriiség, alkalmazhatosag

Kérdések, feladatok:

1) Melyik osztalyban milyen miiveleteket és miiveleti tulajdonsagokat tanitana és hogyan?

2) Mi az 5-re végz6do szamok négyzetre emelésének szabalya?

3) Keressen olyan eljarasokat, amelyekben a miiveletek egyszeriisitését, célszerlisitését tudja
elsajatittatni!

4) Irjon fel egy 6tjegyli szamot (akér tizedestortet is), és emelje négyzetre, illetve vonjon

beldle négyzetgyokot numerikusan! Mindkét miveletet ellendrizze az inverz miivelettel!

Kotelez6 irodalom:

1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. foiskolai jegyzet
Bessenyei Kiad6 Nyiregyhaza, 2000

2. Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 1-12. osztaly szamara

Miiszaki Kiadd, Budapest, 2002-2010

IV. A gondolkodasi miiveletekben valé jartassag

»A nagy felfedezések nagy feladatokat oldottak meg, de nincs olyan feladat, amelynek
megoldasdhoz ne volna sziikség valami kis felfedezésre. Lehet, hogy a feladat, amin
gondolkozol egyszerl, de ha felkelti érdeklédésedet, mozgositja taldlékonysagodat és végiil,

ha sikeriil 6nalléan megoldanod, atéled a felfedezés izgalmat és diadalat. Ha még fogékony
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korban sikeriil ilyen tapasztalatot szerezned, kedvet kapsz a szellemi munkara, és ez taldn
egész ¢letedre sz0lo nyomot hagy gondolkoddsodban és jellemedben.”
irja Polya Gyorgy 4 gondolkodas iskoldja cimli munkajaban. A tovabbiakban azzal folytatja,

hogy a tanulok gondolkodasanak fejlesztése terén milyen feladat harul a matematikatanarokra.

»Ha a matematikatanar a rendelkezésre all6 idot azzal t6lti ki, hogy sablonos példdkon
gyakoroltatja tanitvanyait, akkor kidli beldliikk az érdeklddést, fékezi a szellemi fejlodésiiket,
¢s visszajara forditja kedvezd lehetdségeit. Ha azonban tudasukhoz mért feladatokkal és
ravezetd kérdésekkel segitségiikre van a megoldasban, kedvet csinalhat nekik, és eszkozt
adhat keziikbe az 6nall6 gondolkodéshoz.”

(Polya Gyorgy: A gondolkodas iskolaja, Gondolat Kiado, Budapest, 1977)

Minden matematikatanir szamara megfontolandok és kovetenddk ezek az intelmek.
Egy matematikai fogalom, tétel, algoritmus megtanitdsa nem lehet dncélu. Nem azért kell
valamit megtanitani, hogy a tanuld azt egyszeriien reprodukalja, hanem azért, hogy képes
legyen eligazodni az ismeretek rendszerében, tudjon beilleszkedni a tdrsadalomba, tudjon
adatok kozott kiilonbséget tenni, melyik fontos, melyik nem a tarsadalmi tevékenységhez,
legyen a gondolkodasa olyan, hogy fel tudja fogni az adatok kozti kapcsolatokat, s ezaltal
legyen képes problémakat megoldani. Tehat a matematikatanér legfontosabb feladata az, hogy
az ismeretek rendszerének elsajatitasa soran fejlessze a tanulok gondolkodasat.

A gondolkodés teszi képessé az embert a természeti és tdrsadalmi torvények

megismerésére, €s arra, hogy a természeti torvényeket, erdket sajat szolgalataba allitsa.

Mint kordbban irtuk a matematikai gondolkodasnak két f6 funkcidja van: a megértés és a

problémamegoldas.

Megértés

A dolgok, a jelenségek, a fogalmak lényegének és alapveto dsszefiiggéseinek feltdardsa.
Probléemamegoldds

Eddig nem ismert, uj feladatok megoldasa, hipotézisek felallitasa, uj megoldasi modok

kiprobalasa, torvényszeriiségek felfedezése.
A gondolkodésnak e két funkcidja nem valaszthatd kiilon egymastol. A megértés
sokszor jelent problémat, hiszen megérteni valamit annyit jelent, mint beépiteni az adott
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ismeretet a meglévo ismeretek rendszerébe (asszimilacid) vagy alkalmazkodni hozza
(akkomodacid). Ez viszont eddig nem ismert Uj kapcsolatok feltarasat igényli. A
problémamegoldast pedig mindig megdrzi a megértés. Tehat e két funkcid egyiitt jelentkezik
a gondolkodésban.
Nagyon gyakran el6fordul, hogy a tanulok a feladat megolddsahoz sziikséges minden
matematikai ismerettel rendelkeznek, de mégsem tudjak megoldani a problémat.
Ennek igazolasara nézziik a kovetkez6 példat. A szerz6 egy tanartovabbképzé-eléadason — a
résztvevok tobb éves, évtizedes gyakorlattal rendelkeznek — a gondolkodasi miuveletek
problémamegoldasban bet6ltott szerepét igazolando, a kovetkezo feladat megoldasat kérte. (A
tanarok tobbsége 10 perc alatt nem tudta megoldani a feladatot.)

,Bizonyitsa be, hogy minden haromszogben van olyan oldal, amely nem nagyobb a
masik két oldal szamtani kozepénél!”

(Osszefoglal6 Feladatgytijtemény Matematikabol, 1684. feladat)

Megoldas:
Mivel ,,minden” hdromszdgre igaz az allitas, igy olyan Osszefliggést kell felirnunk az
oldalakra, amely barmely hdromszogre igaz. A haromszog oldalaira a kdvetkezd Osszefiiggés

irhato fel:

Ebben az Osszefliggésben benne van az egyenld oldall, az egyenldszarti és az altaldnos
haromszog is. Tehat az altalanossdg nem szenved csorbat.

(Nem sziikitettiik le a feladatot.)

A ,,van olyan oldal, ami nem nagyobb” kitételbdl arra kovetkeztethetiink, hogy (ha van ilyen)

a legkisebb oldalra biztos, hogy teljesiil a feltétel.
. e . b+c
(Tehat azt szeretnénk igazolni, hogy a < ED )

Az elsé megallapitasbol kovetkezik:

a<bé a<c (mivel b < cis teljesiil.)
A két egyenldtlenség 6sszevonasabol:

2a < b + ¢, amibdl

b+c
2

a <

Ezt akartuk bizonyitani.
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A feladat megoldédsa soran a megoldoknal jelentkezd problémak koziil az értd olvasas, és a
lényeges jegyek kiemelésének hidnya a szembetlind.
Tobben gy gondoltak, hogy minden haromszog minden oldalara igaz az allitas, igy
vakvaganyra futott az okoskodasuk.
A masik ok a helytelen analdgia és a funkcionalis rigiditas érvényesiilése. (Ezekrdl késébb
részletesen szoélunk.)
A megoldok tobbsége a haromszdg-egyenldtlenségbdl indult ki, és az
a<b+c; b<a+c; c<a+b

Osszefiiggések segitségével probalta igazolni az allitdst. Ez azért téves, mert a haromszog
egyenldtlenség minden haromszogre igaz, itt pedig nem erre utalt a feladat allitasa.

Tehat a megoldok tobbsége olyan ismeretet probalt alkalmazni a probléma megoldasa
soran, ami az adott feladatra nem érvényes (helytelen analdgia), illetve a megkezdett utrdl

kés6bb nem tudtak letérni, nem tudtak megoldasi sémat valtani (funkcionalis rigiditas).

Vegyiik észre, hogy a probléma megoldasdhoz sziikséges matematikai apparatus, a
»~minden”, ,,van olyan” helyes értelmezése, a < relacio felismerése felirasa, és ezen reldcio
tranzitiv voltanak alkalmazasa.

Tehat valoban nem volt sziikkség magasabb matematikai ismeretekre a megoldashoz, de az
ismeretek Osszekapcsolasdhoz olyan gondolkodasi miiveletek voltak sziikségesek, amelyek a
résztvevOkben a kivant szintnél alacsonyabbak voltak.

(Bar sokan mondjak, hogy a legegyszeriibb — ,csak gondolkodast igénylé” — feladatok

megoldasa a legnehezebb. Nem lehet a megoldasra egy begyakorolt formulat alkalmazni.)

A fenti példa figyelmeztetd lehet minden tanir szamadra, nevezetesen azért, hogy
milyen ismeretet, miért és hogyan sajatittatunk el tigy, hogy a lexikalis ismereteken tal egyéb

kompetenciakat is fejleszthessiink.

A matematikatanitas soran a kovetkez6 gondolkodasi miiveleteket fejleszthetjiik:
— analizis,
—  szintézis,
— absztrahalas,
— konkretizalas,
— altalanositas,
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— specializalas,

— Osszehasonlités, kiegészités,
— rendezés,

— analogia,

— Osszefiiggések feltarasa,

— lényegkiemelés,

— itéletalkotas,

— fogalomalkotas,

— bizonyités,

— transzferalas.

(Lénard Ferenc: A problémamegold6 gondolkodas, Akadémiai Kiadd, Budapest, 1978)

Analizis — szintézis

Az adott ismeretet részeire bontjuk, e részeket Onalld egészeknek fogjuk fel,
elvégezziik ezekkel a kivant vizsgalatokat, miveleteket, majd a szerzett ismereteket
Osszerakjuk egéssz¢é. Az analizis nem valaszthatd el a szintézistol.

Absztrahdlds — konkretizalds

Konkrét dolgoknak kozos tulajdonsagat emeljiik ki, azaz egy elembdl kovetkeztetiink
az Ot tartalmazé halmazra (absztrahalunk), illetve a halmazra jellemz6 tulajdonsagot
vonatkoztatjuk annak egy elemére (konkretizalunk).

Altalanositas — specializdlas

Az altaldnos és a specialis kozott halmaz-részhalmaz viszony van. Altalanositas soran
egy halmazbdl az 6t tartalmaz6 halmazra tériink at (példdul a négyszogek halmazéibraja).
Specializalas soran valamely halmaz részhalmazara kovetkeztetiink. (Példaul: specialis trapéz
a paralelogramma.)
Az absztrakt-konkrét kozott halmaz-eleme viszony, mig az altalanos-specialis kozott
halmaz-részhalmaz viszony all fenn.

Osszehasonlitds

Olyan gondolkodasi miivelet, amelynek soran kiilonb6zd targyakrol, fogalmakrol,
ismeretekrdl stb. dontjiik el, hogy 6k maguk, vagy tulajdonsdgaik megegyeznek-e, vagy
kiilonboznek egymastol. Példaul.

végtelen szakaszos tizedes tort — racionalis szam

0,9999...=1; legalabb 5 # kisebb, mint 5.
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Kiegészités

Egy adott elemhez (objektumhoz) valamely ismert kapcsolat alapjan meg tudjuk adni a
neki megfeleld elemet. Példaul: blivos négyzet, szabalyjatékok, mondatkiegészitések.

Rendezés

Adott halmazt meghatarozott szempont szerint részhalmazaira, vagy elemeire bontunk.
Példaul: relaciok — fliggvények — linearis fliggvények.

Analogia

A matematikai feladatmegoldasokban nagy segitség, ha a tanul6 az adotthoz hasonlo
feladatot mar megoldott. A hasonldésag mind tartalomban, mind megoldasi modban értendd.
fgy alkalmazva a hasonlo feladat megoldasi modjat konnyebben boldogul a tanulé az {j
feladattal. Az analdgia gondolkodasi miivelet képessé teszi a tanuldt arra, hogy korabban
tanult algoritmusokat, tételeket, definicidkat felismerve Uj helyzetben alkalmazza azokat,
illetve egy problémat altalanositson, vagy kiegészitsen, kiterjesszen. Szép példa a sik és a tér
analogiaja. Példaul kupba irt gdomb — haromszdgbe irt kor stb.

Osszefiiggések feltardsa

Két vagy tobb halmaz, illetve azok elemei kozotti kapcsolat megkeresése. A
matematikai feladatok (féleg szoveges €s szerkesztési feladatok) megoldasa elképzelhetetlen e
gondolkodési miivelet nélkiil. Ha erre a miveletre nem képes a tanuld, feladatmegoldasa
véletlenszerli, tudatossagtol mentes lesz. Ez Osszetett gondolkodasi miivelet, feltételezi a

korabbi gondolkodasi miiveletek meglétét.

A tovabbi gondolkodasi miiveletek is feltételezik, magukba foglaljak az itt
felsoroltakat. Ezeket — tehat a lényegkiemelést, itéletalkotdst, fogalomalkotdst, bizonyitdst,
transzferaldst — tobbszorosen osszetett gondolkoddsi miiveleteknek nevezziik.

Mindegyik elengedhetetlen mind a megértéshez, mind a problémamegoldashoz.

A tanitasi — tanuldsi tevékenységet akkor irdnyitja jol a pedagdégus, ha az ismeret
elsajatitasakor, a fogalomalkotaskor, a begyakorlaskor olyan feladatokat valaszt, amelyekkel a
fenti miiveletek leginkabb fejleszthetdk.

Tehat a matematika tanitasaban is érvényesiilnie kell annak, hogy inkabb kevesebb
feladatot oldassunk meg egy oran, de azokat részletesen beszéljilk meg, keressiink hozza
hasonldkat, terjessziik ki a problémat, azaz gy dolgozzuk fel, hogy a tanul6 minél tobb
gondolkodéasi miiveletet sajatitson el, gyakoroljon be, mert ezekkel egy sor egyéb

kompetenciat is tudunk fejleszteni.
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Néhany kidolgozott mintapéldan keresztiil vizsgaljuk meg, hogy hogyan mérhetdk,
fejleszthetok ezek a gondolkodasi miiveletek. (Azért nem kiilon-kiilon mutatjuk meg a
fejlesztési lehetéségeket, mert egy-egy probléma megoldasa soran tobb gondolkodasi miivelet

is fejleszthetd.)

Elsdként elemezziink egy alsé tagozatos feladatot.
»Ha egy kétjegyli szamhoz 1-et adunk, akkor az oszthatd lesz 2-vel, ha 2-t adunk,
akkor oszthaté 3-mal, ha 3-at adunk , akkor oszthatd 4-gyel, ha négyet adunk akkor
oszthat6 5-tel, ha 5-6t adunk, akkor oszthato lesz 6-tal. Melyik ez a kétjegyli szam?”’
(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4. Feladatgytjtemény, 2.40.)

Megoldas, elemzés:

— Megvizsgaljuk kiilon-kiilén, hogy mit jelent a 2-vel, 3-mal, 4-gyel, 5-tel,
6-tal valdo oszthatosag. (Olyan kétjegyli szamot keresiink, ami mindegyiknek
tobbszorose.)

A megoldésnak ez a 1épése feltételezi a kovetkezd gondolkodési miiveleteket:
analizis:
az egyes részeket onallo egészként vizsgaljuk;
konkretizalas:
2-vel, 3-mal, 4-gyel, 5-tel, 6-tal valo oszthatosag;
dltalanositas — specializalds:
Egy természetes szam akkor oszthatd egy masik természetes szammal,
ha megvan benne maradék nélkiil — példaul 5-tel akkor oszthato egy szam, ha
0-ra, vagy 5-re végzddik a szam.
kiegészités:
Ha 1-et adunk hozza, akkor 2-vel, ha 2-t adunk hozza, akkor 3-mal, stb.
lesz oszthat6 a szam.
analogia:
Kiilon-kiilon korabban mar megvizsgaltuk ezeket az oszthatésagokat.
Mit lehet ebbdl itt felhasznalni?
osszefliggesek feltarasa:
Melyik lehet az a kétjegyii szam, ami 2-vel, 3-mal, 4-gyel, 5-tel, 6-tal

1s oszthato?
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— Ha 1-et adunk hozza, akkor 2-vel, ha 2-t adunk hozza, akkor 3-mal, ha 3-at
akkor 4-gyel, ha 4-et, akkor 5-tel, ha 5-6t akkor 6-tal oszthato azt jelenti, hogy
ha 1-et elveszek ebbdl a kétjegyli szambol, akkor minden felsorolt feltétel teljesiil.
Példaul, ha egy szamhoz 2-t adok, akkor oszthatd lesz 3-mal, azzal egyenértékdi,
hogy ha elveszek belSle 1-et, akkor az a szam is oszthat6 lesz 3-mal:
7+2=09, 3 osztdja 9 — nek; 7-1=6, 3 osztdja 6 — nak

16 +2=18, 3osztojal8—nak; 16-1=15 3 osztdja 15 —nek.
A tanuloknak nincs ismeretiik sem a teljes, sem a redukalt maradékrendszerekrdl, de
konkrét példdkon megmutathatd szdmukra ez a I1ényeges ismérv, ami a megoldashoz
elvezet. A matematikai ismeretek zomét also tagozatban készitjiik eld.
Itt ismét sziikséges az analizis, a konkretizalas, az altalanositas és a specializalas, az
Osszehasonlités, a rendezés, tovabba a 1ényegkiemelés, az itéletalkotas és a bizonyitas.

(Ezeket az el6z6 vizsgalathoz hasonloan lehet konkretizalni.)

— Keressiik azt a kétjegyli szamot, amibdl, ha elvesziink 1-et, akkor olyan szamot
kapunk, ami 2-vel, 3-mal, 4-gyel, 5-tel, 6-tal is oszthato.
Ezaszama3-4-5+1=60+1=61
A megoldasnak ebben a I1épésében az absztrahalds, a szintézis (hiszen a
részismereteket egységes egésszé raktuk dssze), az altalanositas, az dsszehasonlitas, a
kiegészités, a rendezés, az Osszefiiggés feltarasa, a Iényegkiemelés és az itéletalkotas

gondolkodasi miiveleteket hasznaljuk fel.

— Végiil ellendrizziik, hogy helyes-e a megoldasunk.
61 + 1 =62, oszthato 2-vel; 61 + 2 =63, oszthato 3-mal;
61 + 3 = 64, oszthat6 4-gyel; 61 + 4 = 65, oszthato 5-tel;
61 + 5 = 66, oszthato 6-tal.
Ezzel a 1épéssel a szintézist, az absztrahalast, az itéletalkotést, és a bizonyitast

Fejleszthetjiik hatékonyan.

A pszicholdgiai kutatdsok egyértelmiien kimutattdk, hogy a formalis gondolkodési
miuveletek 12-14 éves korban kezdenek kialakulni. Ekkor valhatnak a gondolkodas motorjava.
Also6 tagozatban ezeknek a gondolkodasi miiveleteknek csak a csirai vannak (lehetnek) meg,

¢s azok is csak a jobb képességli gyerekek esetében. A pedagdgusnak fejlett kérdéskultiraval,
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nagy modszertani kultaraltsaggal arra kell torekednie, hogy als6 tagozatban ezen
gondolkodési miiveletek kialakitasat jol el6készitse, megalapozza.
Azt is szem el6tt kell tartania, hogy a gyerekekre erésen a képi dominancidjii gondolkodas

jellemzo, és minden kovetkeztetést a konkrét tapasztalatbol tudnak csak levezetni.

A kovetkezékben vizsgaljuk meg, hogy a 10-14 éves korosztalyban hogyan

fejleszthetdk a gondolkodasi miiveletek.

,Egy tartalyt az egyik csap 15 perc, a masik 20 perc alatt tolt meg. A megtelt tartaly az
aljan 1évo csap megnyitasa utan 10 perc alatt iiriil ki. Mennyi id6 kell az iires tartaly
megtoltéséhez, ha mindharom csap nyitva van?”’

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 8. B 36.¢))

Megoldas, elemzés:
— Készitsiink tablazatot!
1. 2. 3.
15 perc (be) 20 perc (be) 10 perc (ki)

Ezzel a tiblazattal az analizis, a konkretizalas, az Osszehasonlitds, a rendezés és az

itéletalkotas gondolkodasi miiveleteket fejleszthetjiik.

— Keresslink 0sszefliggéseket!

1. 2. 3.
1 perc alatt: L rész £ rész _ 1 rész
15 20 10
t perc alatt: t- L rész t- e rész -t L rész
15 20 10

Ebben a 1épésben az Osszehasonlitds, az altalanositas, az Osszefiiggések feltarasa, a

lényegkiemelés és az itéletalkotas miiveletek keriilnek el6térbe.

A 10 perc alatt iirtil ki jelentése: percenként % részével csokken a tartadlyban 1évo viz

mennyisége, amit — 0 rész miivelettel jel6lhetiink.
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Az 1 percrdl t percre torténd kovetkeztetés, pedig az altaldnositast és az

Osszehasonlitast feltételezi.

— Irjuk fel a talalt osszefiiggéseket egyenlet formajaban!
t t t
4+ _ =
15 20 10
Az egyenlet felirasa, és megolddsa a szintézis, az altalanositas, a kiegészités, a
rendezés, az analdgia, és a 1ényegkiemelés gondolkodasi miiveletek meglétét kivanja

meg.

— Ellendrizziik a megoldasunk helyességét!
(Szoveges feladat megoldasanak ellendrzése mindig a megoldasnak a szovegbe vald
helyettesitésével torténik.)
Jelen esetben a megoldas: T = 60 perc.
Azaz, ha mindhdrom csap nyitva van, akkor 60 perc alatt telik meg az iires tartély.
Az ellendrzés 1épései:
Az els6 csap 15 perc alatt toltené meg a tartalyt, de most 60 percig van nyitva. Ez azt
jelenti, hogy 4 ilyen tartalyt toltene meg ennyi id6 alatt. Hasonldéan a 2. csap 3 ilyen
tartalyt toltene meg. A két csap egyiitt 60 perc alatt 7 tartadlynyi vizet enged at. A 3.
csapon 10 perc alatt iiriil ki a tartdly, ami azt jelenti, hogy 60 perc alatt 6 tartadlynyi
vizet enged at a csap.
A két értéket Gsszevetve lathato, hogy 7 tartaly telne meg, 6 tartalynyi folyna ki. Tehat

valdban 1 tartalynyi folyadékot enged at a 3 csap 60 perc alatt.

Ebbdl a gondolatmenetbdl latszik, hogy az analizis, a szintézis, a konkretizalas, a
specializalas, az Osszehasonlitas, a kiegészités, a rendezés, az Osszefiiggések feltarasa, az
itéletalkotas, és a bizonyitas gondolkodasi miiveletek sziikségesek az ellendrzéshez.

A megoldas ilyen elemzése arra is ravilagit, hogy nem sok feladat felszines megoldasa a
kovetend egy tanoran, hanem inkdbb kevesebb feladat alaposabb megbeszélése. Igy

Iényegesen tobb kompetenciateriiletet tudunk fejleszteni.

E fejezet utolséd példajaként elemezziink a gondolkodési miiveletek szemszogébdl egy

geometriai példat a 10. osztalyos tananyagbol!
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,»Egy haromszog oldalainak aranya 2 : 3 : 4. Hatdrozzuk meg annak a hozza hasonld
haromszognek az oldalait, amelynek leghosszabb oldala 5 cm-rel nagyobb a
legrovidebbnél! Mi a helyzet abban az esetben, ha az oldalak aranya 2 : 3:57?”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 10. 4. 78.)

Megoldas, elemzés:

Ha két haromszog hasonld, akkor azon tul, hogy a megfeleld oldalak aranya
megegyezik (a : @' = b : b' = c : '), még az is igaz, hogy az egyik haromszog
oldalainak ardnya egyenld a masik haromszog megfeleld oldalainak aranyéval.
(@:b:c=a:b:c)

Ennek a felismeréséhez sziikséges az analizis, a szintézis, az absztrahalds, a
konkretizalds, az Aaltaldnositas, az Osszehasonlitds, az analdgia, az Osszefliggések

feltarasa, a 1ényegkiemelés ¢€s az itéletalkotas.

Ha egy haromszogben az oldalak ardnya 2 : 3 : 4, akkor az oldalak egy valtozo
segitségével a kovetkezdképpen irhatok fel:

a=2x,; b=3x; c=4x
Itt a szintézis, az absztrahdlds, a specializalas, az Osszehasonlitds, az analogia és a
transzferalas keriil el6térbe. Ez utdbbinal az aranyt, az ardnyos osztast alkalmazzuk a

haromszogek hasonlosadganal.

A ,leghosszabb oldal 5 cm-rel nagyobb a legrovidebbnél” allitisnak a matematikai
modellje: 2 x +5 =4 x.
Ennek az egyenletnek a felirdsdhoz szilikségiink van az altalanositas, a kiegészités, a

rendezés, az analogia és az Osszefiiggések feltarasa gondolkodasi miiveletekre.

Az x= g — bl meghatarozhatjuk a keresett haromszog oldalait:

a=2x=2- 5 (cm); b=3x=3-—==75(cm);

N | ol

c=4x=4-

10 (cm)

N|joT ot

Ebben a lépésben a konkretizalds, az Osszehasonlitds, az Osszefliggések feltarasa

gondolkodési miiveleteket hasznaltuk fel.
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— A feladat megoldasanak ellendrzésekor az itéletalkotds, a bizonyitasra vald képesség,

¢s a rendezés gondolkodasi miiveleteket mozgositjuk.

A feladat masik részének megoldasakor ugyanigy jarunk el, csak az ellenérzéskor egészen

mas probléma mertil fel, mint az elébbi esetben.

A feladat masodik részénél (a:b:c=2:3:5)amegoldas:

a:Ecm, b=5cm, czécm.
3 3

Ha az 6sszehasonlito, a rendezd, az itéletalkoto és a bizonyitd képességiink elég fejlett,
T 10 25 . :
akkor rajoviink arra, hogy: 3 cm + 5cm = 3 cm, ami éppen megegyezik a

harmadik oldallal. Tehat ebben az esetben, ilyen ardnyok mellett nincs megoldésa a

feladatnak. (Nem teljesiil a haromszog-egyenlétlenség.)

Mindharom korosztily feladatainak megoldasaibdl lesziirhetjiik, hogy a megoldas
Iépéseihez — valamilyen szinten — elengedhetetlen a gondolkodasi miiveletek megléte, tovabba
az, hogy egy feladattal nem csak egy gondolkodasi mivelet fejleszthetd, mérheté, hanem a
gondolkodéasi miveletek mindegyike, st egy feladaton beliili megoldasi 1épések 1is
sziikségessé tehetik a gondolkodasi miiveletek sokasagat. Ha ezek nincsenek meg, vagy
kevésbé fejlettek, akkor sem a megértés, sem a problémamegoldds nem megy Onalldan

zokkendmentesen, csak erds kiilso (tanari) segitséggel.

Kulcsszavak
gondolkodasi miiveletek
analizis,
szintezis,
absztrahalas,
konkretizalas,
altalanositas,
specializalas,
osszehasonlitas, kiegészites,

rendezés,
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analogia,

osszefliggeések feltarasa,
lényegkiemelés,
itéletalkotds,
fogalomalkotas,
bizonyitds,
transzferdlas.

probléema megoldasi stratégiak

Kérdések, feladatok:

1) Sorolja fel az egyes gondolkodasi miiveletek jellemzdit!

2) Valasszon a relaciok, fliggvények, sorozatok témakorbdl egy feladatot, és elemezze —
bemutatott médon — a gondolkodasi miiveletek szemszogébol!

3) Elemezze, hogy az itéletalkotas — mint &sszetett gondolkodasi mtivelet — milyen
egyszerlibb gondolkodasi miveletek meglétét feltételezi! Mutassa be elgondolasat
egy-egy algebrai, geometriai, és szdmelméleti feladaton keresztiil!

4) A szoveges feladatok megoldésa és a geometriai szerkesztések, bizonyitasok soran

mely gondolkodasi miiveletek fordulnak el6 leggyakrabban? Elemezzen ilyen feladatokat!

Kotelez6 irodalom:

1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagdgia I-11. féiskolai jegyzet
Bessenyei Kiad6 Nyiregyhaza, 2000

2. Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 1-12. osztaly szamara
Miiszaki Kiado, Budapest, 2002-2010

3. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4. Feladatgy{ijtemény
Miiszaki Kiado, Budapest, 2002-2010 Miiszaki Kiad6, Budapest, 2003

4. Lénard Ferenc: A problémamegold6 gondolkodas

Akadémiai Kiado, Budapest, 1984

Ajanlott irodalom:
Kelemen Laszlo: Pedagdgiai Pszicholdgia
Tankonyvkiado, Budapest, 1981
Polya Gyorgy: A gondolkodas iskolaja
Akkord Kiadd, Budapest, 2000
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Polya Gyorgy: A problémamegoldas iskolaja I — 11
Tankonyvkiad6, Budapest, 1968

Richard R. Skemp: A matematikatanulas pszichologiaja
Edge 2000 Kiad6, Budapest, 2005

V. A kreativ személyiségtulajdonsagok

Korabban emlitettiik, hogy a magyar matematikatanitas f6 hibajanak azt rojak fel,
hogy nem a gyakorlatban alkalmazhat6 tudast nytjt a tanuloknak, hanem a lexikalis tudas
atadasa a dominans. Ezt részben igazolja a PISA — vizsgalat 2000 cimi konyvben megjelent
elemzés.

»A magyar diakok legmagasabban az atlag felett egy olyan matematikai feladatot oldottak
meg, amely kozel &llt a hazai iskolai gyakorlathoz: a megfeleld sikidomot kellett
hozzarendelni a kérdés szovegében olvashatd részletes geometriai leirashoz. Ezt a feladatot
nem egyszeriien jol, hanem valamennyi résztvevd orszdg didkjai kozott a legjobban oldottak
meg tanuldink.”

(Vari Péter: PISA — vizsgalat 2000, Miiszaki Kiado, Budapest, 2003)

Ez valdjaban az eredményes tanulast, ezzel egyiitt az eredményes tanitast is mutatja. Ugyanis

tanuloink abban nyujtottak a legjobb teljesitményt, amit tanultak.

A kovetkezd megallapitas pedig arra vilagit ra, hogy nem feltétleniil csak a lexikalis
tudast fejlesztik pedagdgusaink tanitvanyaikban, hanem sok egyéb kompetenciat is.
,»Az igazi, kellemes meglepetést egy kreativ, térlatast és logikai készséget egyszerre 1gényld
feladat jo eredményei jelentették. A magyar diakok a feladat 6t kérdésébdl négyben 5-8 %-kal
multak feliil az OECD-orszagok atlagat.”
Ez nem azt jelenti, hogy minden rendben van a matematikaoktatdsunkkal, — hiszen tudvalévo,
hogy igencsak sok gond van az ért6 olvasas €s a problémamegoldas terén — de vannak olyan
jelek, amik azt mutatjak, hogy néhany teriileten még pontosabb, tervszeriibb és hatékonyabb
oktatd — neveld munka sziikséges.
A kreativitds teriiletén mutatott viszonylag jO eredményre €pitve még tovabbi erdfeszités

sziikséges e kompetencia kialakitasaban, fejlesztésében.
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Azért tartottuk fontosnak, hogy a PISA-felmérés eredményeib6l idézziink, mert
matematikatanitasunk egyik legfontosabb kompetencidja a kreativ személyiségtulajdonsagok
kialakulasa. Ez az a teriilet, amely feltételezi a tobbi kompetencia meglétét, ugyanakkor alapja

is azok fejlesztésének.

A kreativ sz6 eredete a latin creare szo, amelynek jelentése: nemzeni, alkotni, sziilni,
megteremteni. A kreativitds — azaz teremtOképesség, alkotoképesség — olyan folyamat,
dinamikus ,,dolog”, amely sajat magat fejleszti és bontakoztatja ki, amely mar eredetét és
céljat is onmagaban rejti.

A kreativitds sz6 éppolyan régi, mint maga az emberiség. Mar az Okori
feljegyzésekben is talalunk utalasokat a kreativitas feltiing jegyeinek magyarazatara.

Az alkoté gondolkodasnak oriasi tdrsadalomformalé ereje van. A tudomany, a
tudomanyos tevékenység kozvetlen termelderdvé valik. Ebben a folyamatban, azaz az emberi
¢letet jobbitd cselekvéssorozatban bizonyos teriileten — bizonyos szinten — mindenki alkoto.
Mindenki, és nem csak a tuddsok, a felfedez6k, a langelmék. Vannak olyan emberi
produktomok, amelyek tarsadalmilag (ijak, azaz minden ember szdmara az ujdonsag erejével
hatnak, s ezek iddvel eléreviszik a tarsadalom fejlédését, s vannak olyanok, amelyek csak az
alkotd ember szamara ujak, de valahol, valaki kordbban mar felismerte, megteremtette,
megszerkesztette, kitaladlta az adott produktomot. Pszichologiai szempontbol nem szabad
kiilonbséget tenni a két alkotd tevékenység kozott, ha a tarsadalom fejlédésére gyakorolt
hatasukban 0riési is a kiilonbség kozottiikk. Az iskolai oktatasnak sem lehet az a célja, hogy
minden gyerek tudos, feltalalo, felfedez6 legyen, — ezt nem is tudja megvalositani — hanem
sokkal inkabb az, hogy minden tanulobdl kihozzuk — személyisége fejlesztésével — azt a

maximumot, amellyel képes lesz — barmilyen szintii — alkot6 tevékenységet folytatni.

Ha az egyén olyan tulajdonsdgokkal rendelkezik, amelyek segitségével képes
tevékenysége targyai kozott olyan kapcsolatokat teremteni, amelyek tulmutatnak korabbi
ismeretein, tapasztalatain, amelyek lényegesen megvaltoztatjak ezekrol a targyakrol alkotott
ismeretrendszerét, a tdargyakkal kapcsolatos tevékenységet, s amelyek lehetové teszik uj
produktumok létrehozasat. Az ilyen pszichés tulajdonsagok Osszességet — kreativ
személyiségtulajdonsagoknak nevezziik, s magat a tevékenységet kreativitasnak.

Mi a matematikaoktatasban minden olyan tevékenységet kreativnak tekintlink, amely
nem pusztan reproduktiv (utdnzas tjan torténd) feladatmegoldas, amely a tanuld szamara Uj
ismeret (tétel, definicid, algoritmus) 6nall6 elsajatitasat eredményezi.
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Kreativ személyiségtulajdonsagok:
— problémaérzékenység,
— Otletgazdagsag,
— hajlékonysag,
— rugalmassag,
— konnyedség,
— eredetiség,
— kidolgozottsag,
— ujrafogalmazas,
— kiterjesztés,

— transzferalas.

Vizsgaljuk meg, hogy matematikadran hogyan mérheték, hogyan fejleszthetdk ezek a
tulajdonsagok!
Mint korabban — a problémamegoldasnal — irtuk:
Az ismeretlennel val6 taldlkozas, egy fogalom kialakitasa, egy feladat megolddsa nem biztos,
hogy probléma a tanulé szamara. Ennek okai a kovetkezdk lehetnek:
— Nincs meg a sziikséges érdekeltség. Hidnyzik a motivacio, a tanulé nem akarja
megoldani az adott problémat.
— A tanul6 ismeretei lényegesen magasabb szintliek, mint amit a feladat megoldasa elvar
toliik. Ekkor jelentkezik az unalom a tanulok munkéjaban.
— A feladat megoldasahoz lényegesen magasabb szintli ismeretek sziikségesek, mint
amikkel a tanulo rendelkezik. Ekkor a tanulé nem érti a kérdést, a feladat elveszti

problémajellegét, érdektelenné valik, kikeriil az egyén érdeklddési korébol.

A problémat akkor tekintjiik megoldottnak, ha rabukkanunk arra a tevékenységi formara,
amellyel a célunk elérhetd. (Természetesen csak akkor, ha a tevékenységet magat is végre
tudjuk hajtani — kiilonben ez ujabb problémat jelent.)

Sokszor nehezebb egy feladatban a probléma meglatasa, mint a probléma megoldasa. (Példaul
az aranyossagi feladatoknal a tanulok nagy részének nehezebb eldonteni, hogy egyenes, vagy
forditott aranyossag van-e az adatok kozott, esetleg egyik sem, mint — miutan eld6lt a fenti

kérdés — kiszdmitani az eredményt.)
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Ha képesek vagyunk egy feladatban az adatokat, az 6sszefliggéseket ugy boncolgatni,

hogy a probléma ,,elébukkan”, megértjiikk, hogy mit kérdez a feladat, s hajland6ésagunk van

arra, hogy valaszoljunk a feltett kérdésekre (azaz megoldjuk a problémat), vagy az adatok

alapjan kérdéseket tudunk konstrudlni (azaz feladatot szerkeszteni), akkor ezt a képességet

problémaérzékenységnek nevezziik.

(Lasd a problémamegoldasra vald képesség kompetencianal.)

Problémaérzékenység

a) Mind irasbeli, mind szobeli munka alapjan mérhet6 a tanulok problémaérzékenysége.

b)

Témazard mérdlapon, ropdolgozatban, hazi feladatban megvizsgaljuk, — az eredménytol

fiiggetleniil — hogy

van-e értékelhetd a tanulé munkéjaban,

megfogta-e a kérdés 1ényegét, az adott eredmény, részeredmény a megoldas iranyaba
mutat-e,

csak ,,latszatmunka” (a miivelet ad hoc modon vald végzése) olvashatd ki munkéjabol,

vagy gondolkodas tjan kapott eredmény.

Szoban — akar egyéni felelés, akar korrepetalas, szakkor formajaban — arrdl kaphatunk

informaciokat, hogy

milyen kérdéseket tesz fel (sajat magéanak) a feladat megoldasa soran,

egy megoldasi utrdl mikor veszi észre, hogy az zsdkutca,

a tobbf¢le lehetdség koziil mikor veszi észre a j6 megoldashoz vezetd utat, utakat,

az adatok koziil ki tudja-e szlirni a feleslegeset, vagy minden megadott értékkel
dolgozni akar,

mennyire tudja lekotni a feladat, milyen a tanuld érdeklddése (csak a tanar kedvéért

dolgozik, vagy ténylegesen érdekli a probléma).

A problémaérzékenység fejlesztése e kérdések pozitiv megvalaszolasaval torténhet. A

tanul6 problémaérzékenysége dnmagatol nem alakul ki. Ha nem iranyitjuk tevékenységét,

munkdja e téren felszines lesz, az adatok kozti dsszefliggést nem fogja meglatni, s idével

az egész munka érdektelenségbe, unalomba csap at, a tanuld problémaérzékenysége

eltunik.
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Otletgazdagsdg

A kreativ egyén olyan képessége, amellyel a sziikséges alapismeretek birtokdban a
problémak meglatasahoz és megoldasahoz otleteket tud felvonultatni.

Otlet: olyan eljards, tevékenységforma, Osszefiiggés felismerése, amely esetleg
kozelebb vihet a probléema megoldasahoz, az ismeretek uj rendszeréhez, kapcsolatahoz.
Nem biztos, hogy minden 6tlet hasznalhato. Ha az egyén nem rendelkezik a sziikséges
ismeretek rendszerével, akkor az otletek felvonultatasa sotétben valo tapogatdzas. Viszont
a hasznalhatatlan 6tlet is tobbet ér az oOtletnélkiiliségnél, hiszen az otletek ,,kiprobalasa”,
azaz az adott kapcsolatrendszerbe valo helyezése egyben tanulas is, mig az otletnélkiiliség
a gondolkodas hianyat mutatja.

Az otlet — s ezen tul az Otletgazdagsag — alapja a heurisztikdnak, a felfedezd tanulasnak.

Az otletgazdagsdg mérése mind szOban, mind irdsban torténhet. Példaul 6tletgazdag az
a tanuld, aki a kovetkez6 feladatra — a szokvany sorozatokra vonatkozo ismereteken tal —

tobb megoldasi otlettel rendelkezik.

Mennyi az 6sszes kétjegyli szam Osszege?
— Széamtani sorozatokra vonatkozé ismeretekkel valé megoldas:
a; = 10; age = 99; Sh=7?
— Kombinatorikai ismeretekkel valo megoldas. (Melyik helyiértéken, melyik
szamjegy hanyszor fordul eld, s mennyi ezek valodi értékének dsszege.
— Az gynevezett Gauss-féle megoldas:
10 + 99 = 109; 11 + 98 = 109;

Ez az 6sszeg 45 — szor fordul eld.

Mérhet6 az Otletgazdagsag a szabalyjatékokkal, sorozatokkal is. Példaul:
Folytasd a sorozatot: 1; 2; 4;...!

Lehet a megoldasokat a szorzas, a hatvanyozas, a kiilonbség miiveleteihez kapcsolni,

s6t a kombinatorikahoz is.

Az adott tulajdonsagu ponthalmazok keresése sikban és térben — akar eszkozzel, akar

eszkoz nélkiill — szépen mutatja, hogy a tanuld Otletgazdag, vagy sem. Az eszkdzzel vald
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dolgoztatds nagymértékben segiti az Otletgazdagsag kibontakoztatasat. Az ilyen tipusu
feladatokkal nemcsak mérhetd, hanem fejlesztheto is az 6tletgazdagsag.

A tanuldk ugyanis onmaguktol nem lesznek o6tletgazdagok sem. A tanarnak sok jo példaval, a
feladatok megoldasanal felvonultatott hasznos Otletek sokasagaval kell kialakitani a

tanulokban ezt a képességet.
Hajlékonysag — rugalmassag — kénnyedség

Szerencsésebb ezt a harom tulajdonsagot egyiitt vizsgalni, mint kiilon-kiilon elemezni
azokat. Ugyanis nagyon szoros az Osszefiiggés kozottik. Kicsit mindegyik magaban
hordozza, s egyben feltételezi is a masik kettot.

Akkor mondjuk, hogy az egyént a hajlékonysag és a rugalmassag jellemzi, hogy ha egy
probléma megoldasanal képes tobb megolddsi modot felvonultatni, képes tobbiranyu
megoldast adni.

Amennyiben ezek a megoldasok minéségileg kiilonbozdek, — azaz mas-mas kategoriaba
tartoznak — akkor az egyén gondolkodasat a rugalmassag jellemzi. Ha a megoldasok

mindéségileg nem kiilonbozdéek, akkor a hajlékonysag jellemzi a gondolkodast.

Természetesen ezek a kategéridk nem zarjak ki egymast, sét inkabb erdsitik. Nagy a
valoszinlisége annak, ha valakinek a gondolkodésat a rugalmassag jellemzi, akkor ott mar a
hajlékonysag is megtalalhato, illetve a hajlékonysag eldfeltétele lehet a rugalmassagnak, azaz
annak, hogy mindségileg mas megoldast is probaljon keresni az egyén.

Példaként vegyiik az el6z0 sorozatos feladatot!

Legyen 1; 2; 4; ... egy sorozat els6 harom eleme! Folytasd a sorozatot tobbféleképpen!
Néhany lehetséges megoldasi mod:
a) 1; 2; 4; 8, 16; 32;...a,= ot (n > 1 természetes szam)
C) an=2-ap1; a=1 (rekurziv megadasi mod)
d) Az egymast kovetd elemek kiilonbsége mindig eggyel no:
1, 2, 4, 7, 11; ...
e) Az egymast kovetd elemek kiilonbsége duplazodik:
1; 2; 4; 8; 16; ...
f) Az egymast kdvetd elemek kiilonbsége rendre 1, illetve 2:
1, 2; 4, 5; 7; 8; 10;
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g) A harom elem ciklikusan ismétlédik:

1. 2: 4; 1; 2, 4; 1; 2; 4;

Még tovabb lehetne folytatni a megadasi modokat, de ez a néhany példa elég arra, hogy
megmutassuk a hajlékonysag, illetve a rugalmassag jellemzdit.
Mindségileg kiilonb6z6 megoldasok: a); c); f).
Azonos mindségen beliili megoldasok: a); b), illetve c); d); e).

Tehat minél tobb a kategdriavaltas, annal rugalmasabb a gondolkodas, minél tobb az
egy kategodrian beliili megoldas, annal hajlékonyabb a gondolkodas.
Ha mindezen valtozasok kiilondsebb nehézség nélkiil mennek végbe, ha egy-egy sikertelen
probalkozdason hamar tulteszi magat az egyén, és massal probalkozik, vagy egy-egy sikeres
probalkozas utdn gyorsan jon a kévetkezo otlet, a kovetkezé megoldasi mod, akkor az egyén
gondolkodésat a konnyedség jellemzi. Tehat a konnyedséget a sikeres, vagy sikertelen esetek
nagy szama jelenti.
Osszevetve a korabban mondottakkal:

E harom tulajdonsaggal, vagy ezek akarmelyikével csak akkor rendelkezhet az egyén,

ha jellemz6 gondolkodaséra az 6tletgazdagsag.

Ezen tulajdonsagok fejlesztésében is nagy szerepe van a pedagdégusnak. Nem szabad
megelégednie egy feladat egyetlen megoldésaval, hanem torekednie kell a minél tobbirdny

vizsgalodasra, a tobbféle megoldasra. Ez egyben a divergens gondolkodas alapja is.

Eredetiség

Ezzel a képességgel a dolgokat, a jelenségeket masképpen latja és értékeli a tanuld,
mint az emberek tobbsége.

Az eredetiséget olyan munka fémjelzi, ami legtobbszor sikeres és eltér a szokvanyostol.
Ebbdl az is kovetkezik, hogy az eredetiség mindig viszonyitott képesség, igy mérni is
nehezebb ezt, mint a tobbi kreativ személyiségtulajdonsagot, ugyanis lényegesen nagyobb
populécié sziikséges a megallapitdsdhoz, mint amit az osztalykeretek (20-40 {6) lehetdvé
tesznek.

A fejlesztésének is gatat szabnak az osztalykeretek. Amig az osztily tobbsége —
beleértve legtobbszor a pedagdgust is — megérti, hogy mit akar az eredeti gyerek mondani,

sok 1d0 telik el, s a napi tervezett munkat nem tudjak elvégezni. Rdadasul a kreativ tanulok
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felvetései — feliiletesen szemlélve — sok tanar és tanuld szamara okvetetlenkedésnek tiinnek,
igy nem is szimpatikusak ezek a felvetések.

Javaslatunk, ha ilyen tanuld felbukkan az osztidlyban, orakereten kiviil hagyjuk
kibontakozni képességét, lassuk el olyan feladatokkal, amelyekben Gtleteit ki tudja dolgozni, s

ezaltal fejleszteni tudja ezirdnyu képességét.

Kidolgozottsag

Az a képesség, amely lehetové teszi, hogy otleteinket megvalositsuk, a probléma
megoldasanak modjat megtervezziik, adott informaciok birtokaban felépitsiink egy strukturat.

Feliiletesen szemlélve ez éppen ellentmond a divergens gondolkodasnak, a tobbiranyu
vizsgalodasnak, azaz a rugalmassdgnak, a hajlékonysagnak, az Otletgazdagsagnak, sot,
némiképp az eredetiségnek is. Az ellentmondas latszolagos, mert amikor kidolgozzuk a
feladat megoldasanak tervét, akkor legtobbszor ott van az alternativ lehetdség is. Konkrétan:
mit tudok csindlni akkor, ha ez az Ut zsadkutca, milyen mas moédon, milyen 0j kapcsolatok
révén lehet ezen kiviil az adott problémat megoldani. Mésrészt az 6tlet is csak akkor értékes,
ha az abban foglaltakat végre tudjuk hajtani.

Ez a tulajdonsadg sem velesziiletett a tanuloval. A pedagégusok feladata az, hogy
fokozatosan szoktassak ra a tanulokat arra, hogy a ,taldlomra”, véletlenszeriien végzett
miiveletek helyett a tudatos, tervszerli munkét valasszdk. Ezért talalhatdo a tankonyvek
szoveges feladataindl a ,, Készits tervet!” felszolitas.

Mivel ez a képesség kisgyermekkortol fejlddik, mérése viszonylag konnyii. frasban
meggy0zddhetiink arrol, hogy a feladat szovegének megfeleld tervet késztett-e a tanuld,
szobeli feleletnél pedig, indokoltatjuk az egyes 1épéseket, amelyekbdl egyértelmiien kideriil,

mennyiben tudatos, tervszerii a tanuld6 munkaja.

Ujrafogalmazas

Az a képesség, amellyel az egyén a szdmara ismert anyaghoz kozeliti a szamara
ismeretlent. Az Gijrafogalmazas tobbek kozt magaban foglalja:
— az adatok, a feltételek részletezését,
— asziikséges definiciok, tételek felszinre hozasat,
— afeltételek, az adatok kozti 0j kapcsolatok feltarasat,
— az analogiat.
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Az ujrafogalmazas az alapja, az elsé 1épcséfoka a kreativitas magas fokat jelentd, uj feladat
konstrualasanak.

Polya Gyorgy irja:

»A didk matematikai tapasztalata fogyatékos marad, ha sohasem nyilt alkalma megoldani
olyan feladatot, amelyet 6 maga talalt ki. A tanar mutassa meg, hogyan lehet egy, mar
megoldott feladatbol Bjakat késziteni, s igy keltse fel a didkjainak érdeklédését!”
(Polya Gyorgy: A gondolkodas iskoldja, Gondolat Kiad6, Budapest, 1977)

Az Ujrafogalmazés jol mérhetd a szoveges feladatok megolddsa kapcsan, vagy a
geometriai szerkesztések, bizonyitasok témakdrében. Példaul a kdznapi nyelvet miképpen
tudja leforditani a matematika nyelvére a tanuld. (Adatok és kapcsolatok segitségével
egyenlet felirasa.)

Fejlesztésének fokozatai:
1. Egy feladat megoldasa utana megkérdezziik:

Mit mondhatunk még el a feladatr6l? Mikor van megoldas, mikor nincs megoldas,

mikor, hdny megoldas van?

2. Valtoztatjuk az adatokat tigy, hogy a megoldas modosuljon.

3. Kérjiik a megoldas altalanositasat.

4. Csak feltételeket, adatokat adunk meg, s a kérdést a tanulonak kell feltennie sajat
maganak, amelyet meg is kell valaszolnia.

5. Feladat készitése.

Természetesen a feladatkészités csak a matematikaval kiemelten foglalkozo tanuloktol
varhato el, a tobbieknél megelégedhetiink azzal, hogy ugy formaljak at a feladatok szovegét,
hogy megértsék annak lényegét.

Kiterjesztés

Szoros kapcsolatban van a kordbban emlitett feladatkészitéssel. Az egyén olyan
képessége, amellyel egy feladat megoldasa utin meg tudja vizsgalni, hogy milyen mds
eSetben, milyen mas adatok, mas feltételek mellett érvényes az adott Osszefiiggeés, illetve
milyen mas osszefiigges lesz érvényes a megvaltoztatott koriilmények kozott. Példaul ilyen a

sikbeli és térbeli geometriai feladatok analdgidja.
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Transzferdalas

Valamely ismeretanyag alkalmazdsa olyan témakéréknél, olyan targyakndl, vagy a
gvakorlati életben, amelyek latszolag sokban kiilonboznek az adott ismeretanyagtol. A
korabbi példakkal ezt is ala tudjuk tdmasztani.

A matematikan beliill majdnem minden témakdor 6sszefligg majdnem mindegyikkel.
Példaul:

— kombinatorika — sorozatok — halmazok,

— halmazmiiveletek — geometriai transzformaciok,

— egyenletek — miiveleti tulajdonsaguk.

stb.

A matematikan kiviil:

— fizika (egyenletek, fliggvények — mozgasok),

— kémia (szazalékszamitas — oldoszerek, oldatok),

— technika (arany, aranyos osztas — attételek).

stb.

Végigtekintve a kreativ személyiségtulajdonsagokon, lathatd, hogy nagyon Osszetett
fogalomrdl van sz6. Nem jelenthetjiik ki egyértelmiien, hogy valaki kreativ, vagy nem az,
hanem inkabb azt mondhatjuk, hogy bizonyos tulajdonsagokkal ezek koziil rendelkezik, vagy
sem az egyén. Minél tobbel rendelkezik, anndl kreativabb.

Végiil nézziik, hogy milyen stratégidk hasznalhatok eredményesen egy-egy tanoran a

kreativ személyiségtulajdonsagok kialakitasaban!

szembesités kétértelmiiségekkel és bizonytalansagokkal,

ismert jelenségek idegenné, idegenek ismertté tétele analogiaval,

— ugyanannak a dolognak t6bb szempontbdl valo vizsgalata,

— produktiv kérdések felvetése, amelyek az informéciok mas oldalrol vald vizsgalatat
0sztonzik,

— hianyz6 elemek felkutatasa, kiegészitése,

— rendezési lehetdségek keresése,

— latszélag kiilonb6z6, nem Osszefiiggd elemek, ismeretek parhuzamba allitasa,

— titokzatossagok”, ,rejtélyek”™, ,,matematikai furcsasagok” felkutatasa, vizsgalata.
Ezek utan az értelmezések utdn nézziik, hogy als6 tagozaton, felsd tagozaton és
kozépiskoldban milyen példdkon keresztiil, milyen tanari kérdéskultaraval, milyen
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munkaformakkal, moddszerekkel, hogyan fejlesztheték az itt felsorolt kreativ

személyiségtulajdonsagok!

»A10,11,12, 13,14, 15, 16,17, 18, 19, 20, 21, 22, 23 szamok koziil alkalmasan valassz

ki kilenc kiilonbozdt, majd helyezd el dket egy 3 x 3 — as ,,blivos négyzetben” ugy, hogy

minden sorban, minden oszlopban és mindkét atléban 51 legyen a szamok 6sszege.”

(TIT Kalméar Laszl6 Matematika Verseny, Orszagos Dont6, 2010. 4. osztaly)

Megoldas, elemzés:

Ahhoz, hogy minden sorban, oszlopban és atloban 51 legyen az 0sszeg az sziikséges,
hogy a kivalasztott szamok Osszege 3 - 51 = 153 legyen.

Valojaban ez az alapja a megoldasnak. Ha ezt felfedezi a tanulo, akkor jellemz6 ra a
problémaérzékenység, az Otletgazdagsdg, a rugalmassdg, a konnyedség, a

kidolgozottsag, az Gjrafogalmazas és a kiterjesztés.

Ugy helyezhetjiik el a szamokat a biivos négyzetben, hogy a kozépsé kis négyzetben a
harom szadm szdmtani kozepe legyen. Ebben az esetben ez a szdm a 17. Ennek
megallapitdsa szintén komoly teljesitményt kovetel a tanulotol. Feltételezi a
problémaérzékenység, az Otletgazdagsag, az eredetiség, a kidolgozottsdg, az
ujrafogalmazas és a transzferalas meglétét.

(Elég csak arra gondolnunk, hogy a szamtani kozép ismeretét kell alkalmaznia 4.

osztalyban a feladat megoldasahoz.)

Tobbféleképpen valaszthatunk ki 9 szamot a felsoroltakbdl ugy, hogy a feltételek
teljesiiljenek.

Néhany ilyen kivalasztés: 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21; 12, 14, 15, 16, 17,
18, 19, 20, 22; stb.

Ahhoz, hogy erre r4jojjon a tanuld az sziikséges, hogy rendelkezzen a
problémaérzékenység, az Otletgazdagsdg, a rugalmassdg, a hajlékonysag, a
konnyedség, a kidolgozottsag, az ujrafogalmazas és a kiterjesztés képességével.

Egy helyes szamkilences kivalasztasa utan el tudja rendezni a szamokat — a fentiek
figyelembevételével — a blivos négyzetben.

A megoldasnak ez a Iépése ismét egy sor képesség meglétét feltételezi.
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Nevezetesen: a problémaérzékenység, az Otletgazdagsdg, a rugalmassag, a

hajlékonysag, a konnyedség, a kidolgozottsag, a kiterjesztés.

Egy blivos négyzet kitoltése utan képes mas — a feltéteknek megfelelé — blivos
négyzetek kitoltésére is.

Ha rajon a tanul6 arra, hogy egy elrendezésnek a tiikr6zése és az elforgatasa is jo
megoldas, tovabba mas szamkilencesekkel ugyanez elvégezhetd, akkor erre a tanulora
valoban jellemzd a kreativitds (természetesen a 10 éves korosztalynak megfeleld

szinten). Ez a tanul6 rendelkezik minden, a kreativitasra jellemz6 tulajdonsaggal.

Meg kell jegyezniink, hogy a kreativ személyiségtulajdonsdgok mellett minden

kordbban (¢és a késObbiekben) taglalt kompetencia (ért6 olvaséds, problémamegoldas,

gondolkodédsi miiveletek, stb.), vagy ezek kozil nagyon sok, sziikséges a feladat

megoldasahoz.

A kovetkezdkben egy felsd tagozatos problémat elemziink a kreativitads szemsz6gebol.

,,Két hordd bizonyos mennyiségii vizet tartalmaz. Ha 4tontiink az els6bdl a masodikba
éppen annyi vizet, mint amennyi mar abban van, majd a masodikbdl az els6be pont
annyit, mint amennyi abban mar van, s végiil az els6bdl a masodikba éppen annyi
vizet, mint amennyi abban mar van, akkor mindegyik hordoban 160 liter viz lesz.”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 5-6. Feladatgylijtemény 7.3.20.)

Vegyiik észre, hogy a feladat megértése komolyabb problémat jelent, mint a megoldasa.

Nagyon sok gondolkodasi miivelet sziikséges ahhoz, hogy az értd olvasas készsége

érvényesiilhessen, viszont az ilyen tipusu feladatok megoldasaval szépen fejleszthetjiik a

tanuloink kreativitasat.

Megoldas, elemzés:

Megoldhatjuk a problémat direkt modszerrel, az utasitasok egyszerii kovetésével, két

valtozd bevezetésével:
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1. hordd (1) 2. hordo (1)

Alaphelyzet X y
1. ontés X—y 2y
2. Gntés 2 (x—Y) 2y—(x-y)
3. ontés 2 (x—y)—(8y—x) 2(3y-x)

Innen egy egyenletrendszerrel megoldhato a feladat.
(A probléma az, hogy altalanos iskoldban ilyen tipust egyenletrendszer megoldasat nem
tanitjuk. Tehat, ha a tanul6 igy proébalna megoldani a feladatot, zsakutcéba keriilne, vagy mar

kozépiskolai ismeretekkel rendelkezne.)

A feladat ilyenképpen vald megoldésa viszont feltételezi a problémaérzékenységet, az
Otletgazdagsagot, a kidolgozottsagot, az jrafogalmazast €s a transzfert.
Amennyiben zsakutcaba keriil a tanuld, és mas megoldasi stratégiat kell keresnie, az az
Otletgazdagsag, a rugalmassag, a hajlékonysag, és a konnyedség képességek meglétét is
feltételezi.
A hatodik osztalyos tanulok gondolatvilagdhoz kzelebb all a mésik fajta megoldasi mod.

Induljunk ki abbol, hogy az utolsé 6ntés utan mindkét hordoban 160 liter viz van.

1. hordo (1) 2. hordo (1)
3. Ontés utan 160 160
2. Ontés utan 240 80
1. Oontés utan 120 200
Kiindulési helyzet 220 100

Ezzel lényegesen egyszerlibb, a bonyolult egyenletrendszert kikiiszobold, a tanuldk
gondolkodéasanak jobban megfeleldé megoldast tudunk kialakitani, és az el6zd kreativ
személyiségtulajdonsagokon tial még az eredetiség, a Kkiterjesztés €s a transzfer is jol

fejleszthetd.

Végiil elemezziink egy kozépiskolai feladatot a kreativ személyiségtulajdonsagok tiikrében.
,Neégy pozitiv egész szam egy szamtani sorozat négy szomszédos tagja. Hatarozzuk
meg a szamokat, ha 0sszegiik 26, szorzatuk pedig 880.”
(Matematika feladatgytijtemény II. 230.)
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Megoldas, elemzés:

Ha a hagyomanyos utat kovetjiikk, akkor egy nagyon bonyolult egyenletrendszert
kapunk.

at+t(a+d)+(a+2d)+(a+3d)=26

a-(a+d)-(a+2d)-(a+3d)=2880

Ez utobbi egyenlet a-ban olyan negyedfoku, és d-ben olyan harmadfokt egyenletet
eredményez, ami meghaladja még egy jo képességli (12. osztalyos) tanuld erejét is. Egyébként
az egyenletrendszer felirasa rutinmiivelet egy atlagosnal gyengébb képességii, képzettségii
tanuld szamara is — igy viszonylag kevés kompetenciateriiletet fejleszt — viszont az
egyenletrendszer megolddsa olyan ,praktikdkat” feltételez, amivel még egy jo képességii
tanuld sem rendelkezik. (Maga a megoldas nagyon sok kreativ személyiségtulajdonsagot
fejlesztene.)

Mivel — feltételezésiink szerint — zsakutcaba jutott a tanuld, el6hivja a

problémaérzékenység, az oOtletgazdagsag, a hajlékonysag, a rugalmassdg, a konnyedség, az
ujrafogalmazas, a kiterjesztés, és foleg a transzfer képességét a megoldashoz, (ha rendelkezik
ezekkel).
A megoldas dont6 lancszeme a ,,négy pozitiv egész szam”. Ennek észrevétele
problémaérzékenységet jelent; ,,0sszeglik 26, szorzatuk 880”— bol megalkotni, egy jo
megoldasi tervet, pedig oOtletgazdagsagot, rugalmassagot, hajlékonysagot, konnyedséget,
ujrafogalmazast, kiterjesztést és transzfert.

Négy olyan pozitiv egész szamot kell keresniink, amelyek kozott a kiillonbség
ugyanannyi (szamtani sorozat), 0sszegiik 26, és szorzatuk 880.

Ez utobbibol johet az az otlet, hogy 26-0t pozitiv egész szamok Osszegére, 880-at pedig

ugyanezen négy szam szorzatra bontjuk. Osszegiik 26, szorzatuk 880.
880=2-2-2-2-5-11

Ebbdl a hat tényezobdl kell négy olyan természetes szamot képezniink, amelyek dsszege 26,

és barmelyikbdl kivonva az 6t megel6zdt, a kiillonbség mindig ugyanakkora. Addédik a

megoldas.

A négy szam: 2, 5, 8, 11. Ez a szamnégyes mind a négy feltételnek megfelel. (Pozitiv egész

szamok, szamtani sorozat négy tagja. Osszegiik 26, szorzatuk 880.)

Ez arra is ravilagit, hogy nem mindig zart formaban (példaul egyenlettel) kell keresniink a

megoldast.
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Mint emlitettiik kordbban, szinte az Osszes kreativ személyiségtulajdonsagot tudjuk
fejleszteni egy ilyen feladattal, de leginkabb az otletgazdagsagot, az Ujrafogalmazést és a

transzfert.

A harom elemzett feladat arra is ravilagit, hogy a kreativ személyiségtulajdonsagok
fejlettsége mas és mas a kiilonb6zd korosztalyokban, de minden esetben nélkiilozhetetlen a
problémak megoldasadhoz. Itt jelentkezik a tanéar feleldssége abban, hogy korosztalynak,
érdeklodési kornek megfeleld tananyaggal, munkaformaval, modszerrel, kérdéskultaraval a

lehetd legnagyobb mértékben fejlessze tanuloit ezen kompetenciateriileten is.

Kulcsszavak
kreativitds
problémaérzékenység
Otletgazdagsag
hajlékonysag
rugalmassag,
konnyedség
eredetiseg
kidolgozottsag
ujrafogalmazas
kiterjesztés
transzferdalas

feladatok elemzése

Kérdések, feladatok:

1) Hatarozza meg, hogy mit értlink kreativitason, és sorolja fel az ismérveit!

2) Mi a kiilonbség a hajlékonysag €s a rugalmassag kozott?

3) Hogyan nyilvanul meg a tanulé munkajaban az eredetiség?

4) Keressen a Hajdu-féle tankonyvcsaladban olyan feladatokat (5-12. osztaly), amelyekkel
a problémaérzékenység, a konnyedség ¢és az ujrafogalmazas leginkabb fejleszthetd.

5) Allitson ssze a 10. osztalyos tanulok szamara egy tetszoleges témakorben olyan
feladatsort, amellyel a legtobb kreativ személyiségtulajdonsagot fejleszteni tudjal

Elemezze ezeket a feladatokat a fejezetben leirt modon!
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Kotelez6 irodalom:

1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagdgia I-11. féiskolai jegyzet
Bessenyei Kiadé Nyiregyhaza, 2000

2. Kkein Sandor: A komplex matematikatanitasi modszer pszichologiai hatasvizsgalata
Akadémiai Kiad6, Budapest, 1980

3. Erika Landau: A kreativitas pszicholdgiaja
Tankonyvkiad6, Budapest, 1976

4. Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 5-12. osztaly szamara

Miiszaki Kiad6, Budapest, 2002-2010

Ajanlott irodalom:
Kiirti Jarmila: Kreativitasfejlesztés kozépiskolas korban
Tankonyvkiado, Budapest, 1982
Kiirti Istvanné: Tervek, hipotézisek, stratégiak a 9-14 éves gyerekek gondolkodasaban
Akadémiai Kiado, Budapest, 1982
Vari Péter: PISA — vizsgalat 2000
Miiszaki Kiad6, Budapest, 2003
Bed6 Laszlo: Matematika feladatgytijtemény 11.
Tankonyvkiado, Budapeset, 1989

VI. Algoritmikus gondolkodasra valo képesség

Az algoritmikus gondolkodas egy folyamat egyes 1épéseinek olyan sorozatat jelenti,
amelyben lényeges szerepet jatszik az ezeknek a Iépéseknek sorrendje. Ha ez a sorrend nem
optimalis, azaz nem egymasra ¢€piild, vagy egy mast feltételezd ¢és kovetd 1épések sorozata,
akkor célunkat vagy nem ¢érjik el, vagy csak nagyon korilményesen nagy
energiaraforditassal, a szlikségesnél 1ényegesen hosszabb 1d6 alatt valosithatjuk meg.

Egy cselekvéssorozat megtervezése, a megtervezett cselekvéssorozat végrehajtasa,
azaz az algoritmikus gondolkodas, a mindennapi életiink egyik legfontosabb velejaroja.
Tudnunk kell megtervezni a napi munkankat, tudnunk kell, hogy mit, mikor, milyen
sorrendben és miért csindlunk. Ha gondolkodasunk csapongd, nem kovet valamilyen
rendszert, akkor a teljesitményiink hatdsfoka is — ennek megfelelden — kicsi lesz. Ebbdl

kovetkezik, hogy meg kell tanitanunk a tanuldkat a céltudatos, tervszerii munkdra, hiszen
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éppugy, mint a tobbi pszichés tulajdonsag, az algoritmikus gondolkodas képessége sem
velesziiletett, nem alakul ki spontdn médon a tanuléban, hanem hossza folyamatban, sokszor
ismételt, a felndtt altal irdnyitott cselekvéssorozatokban alakul ki. Ez igaz a tanuldsi
folyamatra éppugy, mint a k6znapi élet gyakorlatara.

A matematika — éppen a targy jellege miatt — nagymértékben hozzajarulhat ezen
kompetencia kialakulasahoz, fejlédéséhez. Gondoljunk az egyenletek megoldéasara, (arra,
hogy hogyan kovetik egymadst az azonos, illetve az ekvivalens atalakitdsok), a szerkesztések, a
bizonyitasok egymast kovetd 1épéseire, a szoveges feladatok megoldasanak fazisaira, stb.
Ezeknek a Iépéseknek megvan egy jol meghatarozott sorrendje, amitdl, ha eltériink nem
tudjuk megoldani a feladatot, vagy hibas megoldasra jutunk. Ugyanez a helyzet egy
zardjeleket is tartalmazo miiveletsor miiveleti sorrendjével is.

Példaul —32 és (—3)* értékeket gyakran keverik a tanulok, mivel a szorzés és a hatvanyozas

miiveletek sorrendje nem tisztazott szdmukra.

Az algoritmikus gondolkodésra vald képességet is fejleszthetjiik minden témakornél.
Példaként nézziik egy szerkesztési feladat algoritmusat:

1) Felvessziik az adatokat.

2) Vazlatot készitiink. (Megszerkesztettnek feltételezziik a feladatot.) Berajzoljuk az
abraba az ismert adatokat.

3) Megkeressiik a vazlaton az adatok kozti Osszefliggéseket.

4) Elkészitjik a szerkesztés tervét, megszamozzuk, sorrendezziik az egyes szerkesztési
1épéseket. (Ez egy ujabb algoritmust jelent.)

5) Elvégezziik a szerkesztést.

6) Bizonyitjuk, hogy a kivant alakzatot szerkesztettiik meg.

7) Diszkusziot végziink. (Mit mondhatunk még el a feladatr6l? Mikor van, mikor nincs

megoldas, mikor hany kiilonb6z6 megoldas van?)

Sok tanar — éppen az id6hidny miatt — tobb 1épést kihagy ebbdl az algoritmusbol, amivel
elkoveti azt a hibat, hogy az egymasra épiilé fazisok elve nem érvényesiil, igy a szerkesztés
hibas, vagy hidnyos lesz, és a tanulok algoritmikus gondolkodasanak fejlesztése is csorbat

szenved.
A kombinatorikus feladatok megoldéasaba is rendszert kell vinni. Példaként nézziik a
kovetkezd feladatot:
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Héany olyan négyjegyli szdm van, amelynek két sz€élsd ¢s két kozépsd szamjegye

megegyezik?

Ha elkezdenénk felirni az 6sszes ilyen szamot, tobb hibat is elkovethetnénk (nem irjuk
fel az 0sszes szamot, egyet tobbszor is irunk, a feltételnek nem megfeleldt is a szamok kozé
sorolunk stb.), illetve nagyon sok iddbe tellene. Viszont, ha alkalmazzuk a kovetkezd

algoritmust, akkor réviden, tomoren, céltudatosan teljes megoldast tudunk adni.

1001; 1111; 1221; ... 1991 10 db ilyen szam van
2002; 2112; 2222; ... 2992 10 db ilyen szdm van
....¢sigy tovabb,

9009; 9119; 9229; ... 9999 10 db ilyen szam van

Osszesen: 90 db ilyen szam van.

A szamelmélet témakorben is jol lehet alkalmazni, illetve fejleszteni az algoritmikus

gondolkodast.

Példaul: hatarozzuk meg 24 Gsszes pozitiv osztdinak szamat.

24
.

12

™,

- h
PN
2 3

I:*h_'l—I:*h_'l—[“\\,_'u,__\‘MM
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Itt a graf élei jelentik az algoritmus egyes lépéseit. Az utolsd sor alapjan mar konnyen
felirhaté az Osszes 0sztd és meghatdrozhatd 24 6sszes osztéinak szama is: 1; 2; 3; 4; 6, 8; 12;
24. Osszesen 8 pozitiv osztdja van a 24-nek. (Azt kell megvizsgalnunk, hogy az 1, 2, 2, 2, 3
szamokbol hany egytényezds, kéttényezds, haromtényezds, négytényezds ¢és Ottényezds

szorzatot tudunk képezni.

Ugyanez a feladat megoldhaté osztoparok keresésével is:
24=1-24=2-12=3-8=4-6

Itt a tényezdk szdma kdzvetleniil adja az osztok szamat.

TAMOP Eger 89
Dr. Czeglédy Istvan: Kompetenciaalapti matematikaoktatas, 2010



Az algoritmikus gondolkodas kialakitasat, ami a mindennapi tudatos cselekvésiinket
iranyitja, nem lehet elég koran kezdeni. Minél alacsonyabb korban alakul ki a gyerekben ez a
képesség, annal inkabb sajatjava valik, €s annal inkabb ennek megfeleléen fogja meghatarozni
napirendjeit.

A kovetkezO feladat als6 tagozatban adhatd. Az ugynevezett ,betliszamtan” nagyon sok
kompetenciat fejleszt (értd olvasds, problémamegoldéds, kreativitds, kombinatorikus
gondolkodés, fliggvényszerii gondolkoddsmod), de kiilondsen alkalmas arra, hogy az

algoritmikus gondolkodast fejlessziik vele.

»Melyik betli mely szamjegyet jelenthet, ha azonos betlik azonos szamjegyeket, kiilonb6z6
betiik kiilonb6zo szamjegyeket jelentenek?”
AEEK
+ KEEA
AATTM
(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4. Feladatgylijtemény)

A megoldas Iépésein keresztlil mutatjuk meg a megoldés algoritmusat.
1) A feladat mellé vegyiink fel egy olyan abrat, amelyben a betiik helyét kipontozzuk,
¢s ezt az abrat fogjuk kitdlteni 1épésenként az 0sszefiiggéseknek megfelelden.
AEEK
+ KEEA + ...
AATTM ... ..
1) Mivel az ezresek Gsszeadasa révén tizezres is lesz az Gsszegben, igy A = 1 teljesiil.
(Két egyjegyll szam 6sszege maximum 9 + 9 = 18, vagy ebben az esetben
9+ 8 =17 lehet.)
3) A K értéke csak 9 lehet, mert 1 + 9 esetén lehet csak ,, helyiérték atlépes”, €s ez is ugy,
hogy az E + E szintén nagyobb kell, hogy legyen 10-nél.

(Az 1 + 8 esetén az E + E-bdl adddo 1 ezressel 10 lenne az dsszeg, de ez ellentmond

a 2) Iépésnek.)
frjuk le az eddig ismert szamokat!
1..9
+9..1
11..0

4) Az egyesek 0sszegébdl: 9 + 1 =10 kovetkezik, hogy M = 0.
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5) A 3) — as 1épés szerint E + E > 10, ez haromféleképpen érhet6 el:
6+6=12, 7+7=14, 8+8=16
(A 9 +9 =18 mar ellentmondashoz vezet.)

6) Az 5) — nek megfelelé szamparokat beirva az abra iires helyeire a kovetkezo

megoldast kapjuk:
1669 1779 1889
+ 9661 + 9771 + 9881
11330 11550 11770

7) Az O6sszeadasok elvégzése egyben ellenOrzés is.

Ha az algoritmusnak ezen 1épéseit betartatjuk a tanuldval, akkor nem ,,vakon”, taldlomra, nem
véletlenszerlien probalgatassal oldja meg a feladatot, hanem kialakul benne olyan egy
kompetencia, amely mas hasonld feladat megoldédsara is képessé teszi, tovabba kihat a

gyakorlati életben valo eligazodasra is.

A kovetkezékben vizsgaljuk meg, hogy egy ,,bizonyitasos” feladat megoldasat hogyan

lehet az algoritmikus gondolkodés fejlesztésének szolgalataba allitani!

Két mozgo test vi = 75 k?m, illetve v, = 50 k?m egyenletes sebességgel mozog A és B

pont kozott oda-vissza. A testek azonos idében indulnak az A és B pontbol.
Bizonyitsuk be, hogy a két test sohasem taldlkozik az ut felénél, ha a két pont
tavolsadga 150 km!

(Matematika Osszefoglalo feladatgylijtemény alapjan.)

A megoldas Iépései egyben az algoritmus Iépéseit is mutatjak.
1) Gytjtsiik ki az adatokat!

Valasz: vy = 75 kTm, v, =50 kTm, s =150 km

2) Mit allitunk? Mit kell bizonyitani?
Vilasz: Nem talalkoznak sohasem az ut felénél.

2) Keressiik meg a bizonyitashoz sziikséges Osszefiiggéseket!
Vilasz: s = v - ¢ (ut, id0, sebesség kozti 6sszefliggés)

Ha egyszerre indulnak, akkor barmelyik talalkozasukig azonos ideig haladnak.
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3) Mit jelent az, — a megtett utat illetéen — hogy az 1t felénél talalkoznak?

Valasz: Barmelyik test valahanyszor 150 km-t megtesz, plusz még 75 km-t halad.
4) Hogyan irhato fel matematikai jelekkel?

Vilasz: s=n-150+75

5) Hogyan irhato fel ez a mozgasi idétartamok egyenldsége?
Vilasz: A =3 képlet alapjan
\"

n-150+75 _ m-150+ 75
75 50

6) Mit jelent a ,,matematika nyelvén” az, hogy nem talalkozhatnak kdzépen?

Vilasz: Ennek az egyenletnek nincs megoldasa a természetes szamok halmazan.
7) Oldjuk meg az egyenletet, azaz fejezziik ki az egyik valtozo segitségével a masikat!

Vialasz: 2n+1=3m + g

2n:3m+l
2

Ebbdl latszik, hogy n értéke nem lehet egész szam, hiszen egy olyan szdmmal egyenld,
amely egy egész és egy egész alakban nem irhato tort 6sszegeként all el6.

8) Kovetkeztetés: mivel azonos id6 alatt nem tud egyik test sem olyan utat megtenni,
hogy a teljes t (a 150 km) tobbszdrdse, plusz a teljes ut fele egyenld legyen, igy nem
talalkozhatnak az ut kozepén.

Viszont elképzelhetd, hogy vannak olyan sebességértékek, amelyek esetén

talalkozhatnak a testek az t felénél. (Ilyen példul a vi = 50 kTm ésavy =30 kTm )

Ha a tanuldkat tobb ilyen feladattal ravezetjiik a megoldas 1épéseinek sorrendjére,
akkor nagy valoszinliséggel a gyakorlati életben is megtervezett algoritmus szerint fog
tevékenykedni, a kovetkezok szerint:

Eldszor megvizsgalja az adott tevékenység (amit teljesiteni kell) feltételeit, Osszeveti ezeket
az elérendd céllal, megvizsgalja az adott feltételek kozti Osszefiiggéseket, megtervezi az
optimalis cselekvési sorrendet, majd végrehajtja azt. Végiil azt is meg kell vizsgalnia, hogy
valdban ez volt-e az optimalis 1épéssorozat, hiszen egy adott problémat nagyon sokféleképpen

tudunk megoldani.
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Mindezekkel azt probaltuk megmutatni, hogy mindenfajta példan keresztiil, megteleld

tanari tervezd munkaval sikeresen fejleszthetjiik az algoritmikus gondolkodas kompetenciajat.

Kulcsszavak
algoritmus
cselekveési lépések sorozata
szoveges feladatok megoldasi algoritmusa
szerkesztések algoritmusa
bizonyitasok algoritmusa

miiveleti sorrend, mint algoritmus

Kérdések, feladatok:

1) Mikor mondjuk, hogy a tanuldra jellemzd az algoritmikus gondolkodés?

2) Mondja ki Pitagorasz tételét €s bizonyitsa, majd irja le a bizonyitas algoritmusat!
3) Valasszon ki a Hajdu-féle tankdnyvcsalad konyveibdl egy geometriai szerkesztéses

feladatot, és kdvesse végig a megoldason a szerkesztések algoritmusat!

Kotelez6 irodalom:

1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. féiskolai jegyzet
Bessenyei Kiad6 Nyiregyhéaza, 2000

2. Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 1-12. osztaly szamara
Miiszaki Kiado6, Budapest, 2002-2010

3. Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika programok 5-8. osztaly szamara

Miiszaki Kiadd, Budapest, 2002-2006

Ajanlott irodalom:
Polya Gyorgy: A gondolkodas iskoldja
Akkord Kiadd, Budapest, 2000
Polya Gyorgy: A problémamegoldas iskoldja I-11.
Tankonyvkiad6, Budapest, 1968
Richard R. Skemp: A matematikatanulas pszichologidja

Edge 2000 Kiado, Budapest, 2005
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VII. A megoldas megtervezésének képessége, tervszeriiség, célszeriiség

Egy cselekvéssor elvégzésének megtervezése, a tervszerli gondolkodas csak az
emberre jellemz0 sajatossag. Ez a képesség azt jelenti, hogy képes az egész adatdompingbail,
az ot ert rengeteg hatasbol, tapasztalatbol kivalasztani az adott probléma megoldasahoz
sziikségeseket, a feleslegeseket kisziirni, majd ezen adatok kozti dsszefiiggések megkeresése
utan a megoldas optimalis utjat meghatdrozni.

Minél magasabb szintli ez a képességiink, annal kevesebb energiaval, annal tokéletesebben

tudjuk a kivant tevékenységet végrehajtani.

Nagyon sokszor tapasztalja a pedagogus, hogy jol old meg a tanulé egy feladatot, de a
megoldéasat nem tudja megindokolni, vagy rosszul indokol. Ez arra vezethetd vissza, hogy a
feladat adataival véletlenszerlien végez miiveleteteket, és esetleg az esetek egy részében ez
helyes eredményre vezet. Az ilyen hibak kikiiszobolése, valamint a matematikai és nem
matematikai tevékenységek tudatos végrehajtdsa miatt sziikséges ennek a teriiletnek a
fejlesztése. Minél magasabb szintli ez a képességiink, anndl kevesebb energidval, annal
tokéletesebben ¢s kevesebb iddéraforditassal tudjuk munkénkat végezni. A céltalan
probalgatasok, a sok zsdkutca, a sok téves ut a tetemes idOveszteség mellett azt is
eredményezheti, hogy tanitvdnyaink nem lesznek motivaltak az adott probléma
megoldasaban. A tanuloknal ennek a képességnek a hianya az ugynevezett latszatmunkaban is
jelentkezik. Ez azt jelenti, hogy az adatok kozott felir valamilyen jelentéktelen Gsszefliggést,
esetleg néhany miiveletet és ezzel megoldottnak tekinti a problémat.

A megoldas megtervezésének a képessége €s az algoritmikus gondolkodésra valo
képesség kozott nagy hasonlosag van. Mindkettd feltételezi az optimalis cselekvéssort, de a
tervkészités tudatos és megeldzi a tevékenységet, mig a megoldas algoritmusa véletlenszertien
¢s utolag is kialakulhat.

A matematika minden témakorének tanitdsa soran fejleszthetd és fejlesztendd ez a
teriilet. Gondoljunk csak a szdveges feladat szovegében olvashato: ,,Készits tervet”, vagy a
szerkesztéses feladatok megoldasara, ahol tervkészités nélkiil nem is tudjuk megoldani a
feladatot. A tervkészitést legtobb esetben jol segiti egy kisegitd rajz, egy jo abra, esetleg az

adatok tablazatba rendezése stb.
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Mind az oktatasban, mind a gyakorlati életben alland6 idézavarral kiiszkodiink. A
tervszeri  gondolkodas kompetenciajanak  kialakitasa azt eredményezheti, hogy
tevékenységlinkre csak a sziikséges 1d6t forditsuk.

A megoldas megtervezésének képessége €s a tervkészités igénye hosszu, kitarto,
kovetkezetes tanari munka utan alakul ki a tanulokban. E képesség kialakulasa egyértelmiien
tanarfiiggd. Ha a tanar nem helyez r4 kell6 hangsulyt, akkor a didkok sem tartjak fontosnak.
Amennyiben tanitvanyaink fejletlenek ezen a téren, nem képesek megoldasi tervet késziteni,
akkor kezdetben a tandr mutassa meg a tervkészités fortélyait, majd a megoldas utan
rekonstrualjak a tervet, azaz a megoldas 1épéseit vessék Ossze a megoldasi tervvel. Tobb ilyen

koz0s tanuloi-tanari tevékenység soran végiil kialakul a tanuldban ez a képesség.

Nézziink a kovetkezo példat a tervkészitésre!

,Bgy téglatest élei 12 cm, 10 cm és 15 cm hosszuak. Hany centiméteresek lehetnek
annak a téglatestnek az élei, amelynek egyik éle 30 cm és térfogata megegyezik az
eredeti téglatest térfogataval?”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 6. osztaly, 3.63.b))

Terv:

1) Kiszamitjuk az eredeti téglatest térfogatat.

2) Felirjuk a masik téglatest térfogatanak kiszamitasi modjat.

3) Ha a térfogat mérGészamat osztjuk az egyik ¢l hosszaval, akkor a masik két él
mérdszamanak szorzatat kapjuk.

4) Olyan két szamot kell keresni, amelyeknek szorzata megegyezik a 3)-ban irt
szorzattal.

5) Végtelen sok megoldas van. (Az élek mérdszama barmely olyan valos szam lehet,

amely megfelel a 4) feltételnek.)

Ebbdl a tervbdl is kiolvashato, hogy a megoldas terve nem azonos az egyenletek felirasaval,
és az is, hogy nem tartalmaz részmiiveleteket. A terv valdjdban egy vezérfonal, amely mentén

végighaladva, az annak megfelelé muveleteket elvégezve eljutunk a helyes eredményhez.
A fejezet végén nézzilk meg, hogyan készittethetliink tervet egy kozépiskolds feladat
megoldasa kapcsan.
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,,Két test egyenletesen mozog egy korpalyan. Ugyanabban az idOpillanatban indulnak
az A pontbdl ellentétes iranyban. Miutan talalkoztak, az egyik test 4 masodperc mulva,
a masik 9 masodperc mulva jut ismét az A pontba. Egy perc alatt hanyszor futja végig
a kort mindegyik test?”

(Osszefoglal6 feladatgyiijtemény matematikabol, 870.)

A tervkészités 1épései:

1)
2)
3)
4)
5)

6)

7)

Felvessziik a feltételeknek megfeleld abrat.

A sebességek legyenek vi €s V!

A rajz alapjan az adatok kozti 6sszefiiggéseket megkeressiik.

Elészor hatarozzuk meg, hogy hany masodperc mulva taldlkoznak! Ez csak a
sebességek fiiggvényében tehetd meg.

Mivel a sebességek kiszamitdsat nem kéri a feladat, igy olyan egyenleteket,
egyenletrendszert kell felirnunk, ahonnan ezek a valtozok kikiiszobolhetok.

Ha meghatéroztuk a talalkozasig eltelt idéintervallumot, akkor kiszdmithatok azok az
1dok, amelyek alatt az egyes testek megteszik a teljes kort.

Ezutan konnyen kovetkeztethetiink arra, hogy 1 perc alatt hanyszor futjak végig a kort
a testek.

(Segitségiil a megoldas:

A terv alapjan az egyenletek:
tvi=9-Vv
vy =4-v
Ebbdl:
=36 (%)
t=6s

1.test. 6+4=10(s); 2.test. 6+9=15(s) alatt teszi meg a teljes kort.

Egy egyenes aranyossagi kovetkeztetéssel:

a gyorsabb test hatszor, a lasstibb négyszer teszi meg a kort 1 perc alatt.)

Meg kell jegyezniink, hogy a tanulok zome és sok tandr is szivesen eltekint a

tervkészitéstol, holott ez a ,lelke” a feladat megolddsanak. Egyébként csak sotétben

tapogatozunk.
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Egyébként érthetd az ellenérzés, mert egy hasznalhatd terv a gondolkodasi miveletek, és a
korabban mar felsorolt kompetenciak tobbségének meglétét feltételezi. (Mar csak ezért sem

lehet kihagyni a tervkészitést a munkankbol.)

Kulcsszavak
feltétel, allitas
adatok kozti osszefiiggés
tablazatok, abrak
matematikai modell
a tervezes lépései

ellenorzes

Keérdések, feladatok:

1) Sorolja fel a tervkészités 1épéseit!

2) Keressen szoveges, mozgasos feladatokat a Hajdu-féle tankonyvesalad konyveib6l, majd
készitsen tablazatot, abrat a megoldashoz, végiil adja meg a megoldas tervét!

3) Keressen a Hajdu-féle tankonyvcesalad konyveibdl bizonyitasos feladatokat, és tervezze

meg a megoldas 1épéseit!

Kotelez6 irodalom:

1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I — I1. féiskolai jegyzet
Bessenyei Kiad6 Nyiregyhéaza, 2000

2. Dr. Hajdu Séandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 5-12. osztaly szamara

Miiszaki Kiado, Budapest, 2002-2010

Ajanlott irodalom:

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4.; 5-6.; 7-8. Feladatgytijtemény
Miiszaki Kiadd, Budapest, 2002-2008

Osszefoglalé feladatgyiijtemény matematikabol
Tankonyvkiad6, Budapest, 1990
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VI11. Kombinatorikus gondolkodasméd

A tanuloknak ezt a képességét sokan a kombinatorikai feladatok megoldasaban vald
jartassaggal azonositjak. Kétségtelen, hogy a permutacidé (sorrendezés), a kombinacid
(kivalasztas) és a variacio (kivalasztas és sorrendezés) nagymértékben fejlesztheti ezt a
képességet, de kombinatorikus gondolkodas kompetencidja ennél lényegesen tobbet jelent.
Nevezetesen: minden adatot szamba vettiink-e, Minden feltételt megvizsgaltunk-e, nem
vettiink-e egyes esetet indokolatlanul tobbszor is szamba, minden adat kozott minden
osszefiiggést fegyelembe vettiink-e, megadtuk-e az dsszes megoldast, a megoldasok koziil
kisziirtiik-e az azOnosakat, és kelloen elemeztiik-e a kiilonbozoket. Mindezek fliiggvényében
érthetdé, hogy ezen kompetencia fejlesztése miért foglal el olyan fontos helyet a
matematikatanitasunkban. Hiszen a gyakorlati életben, a mindennapi cselekvésiinkben nem
csindlunk mast, mint a minket ért hatdsokat elemezziik, Osszevetjiikk Oket, kivalasztjuk a
sziikségeseket, elvetjiikk a feleslegeseket, majd az Osszefiiggések feltardsa utdn megoldjuk a
problémat.

Tehat a kombinatorikus gondolkodas egy teljességre torekvést is feltételez.(Ezen feliil szoros

kapcsolatban van a kordbban elemzett algoritmikus gondolkodéssal és az értd olvasassal is.)

Jo példa az also tagozatbol ennek a képességnek a fejlesztésére a kovetkezo feladat. Itt
nem a klasszikus értelemben vett kombinatorika jelenik meg, hanem olyan szovegkornyezetet
kell a tanulonak elemeznie, feltarnia az Osszefiiggéseket benne, ami minden korabban

felsorolt — a kombinatorikus gondolkodasra jellemz6 — tulajdonsag fejlesztését teszi lehetéve.

»Bgy kirdlynak volt 7 fia, akik kozott szétosztotta a varait. A legkisebb kapott
valamennyit, a kovetkez0 ennek a 2-szeresét, a harmadik a legkisebb fit varainak a
3-szorosat, és igy tovabb. Igy a legidésebb fiti a 7-szeresét kapta a legkisebb kiralyfi
varainak. Ezt az elosztast azonban a kiralyné igazsdgtalannak talalta, és igy szolt a
fiaithoz: Mindegyikdtok adjon minden dccsének két-két varat, a legkisebb, mivel neki
nincs Occse, tartsa meg amit kapott. Igy mindegyik kirdlyfi ugyanannyi varban
uralkodott. Hany véara volt a kiralynak?”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4. Feladatgylijtemény, 6. 36.)
A megoldas 1épései szépen mutatjdk a kombinatorikus gondokodas képességének fejlesztési
lehetdségeit:
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Megoldas:
1) 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.
X 2X 3X 4x oX 6X X
A testvérek altal kapott varak szama, ha a legkisebb x véarat kapott.
2) x+12; 2x+8; 3x+4; 4x+0; 5x—-4; 6x-8; 7x-12
A testvérek altal adott-kapott varak szama, az anyakirdlyné utasitasa utan.
3) Az jabb osztozkodds utan a varak szama egyenlo.
X+12=2x+8
4) A legkisebb kiralyfi 4 varat kapott a kezdetben apjatol.
5) A ,,mindenki ad minden 6cesének™ azt jelenti, a legfiatalabbtol és a legiddsebbtol
eltekintve mindenki ad is, és kap is varakat.
6) Az 1) Iépés szerint eredeti osztas utan a varak szama:
1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.
4 8 12 16 20 24 28
7) Osszesen: 4 +8+12+16+20 + 24 +28 =112
Az oreg kiralynak 112 véra volt.

8) Ellendrzés:

1. 2. 3. . 4.
4+12=16 8-2+10=16 12-4+8=16 16-6+6=16
5. 6. 7.
20-8+4=16 24-10+2=16 28-12=16

Valoban egyenld szamu vérat kaptak a kiralyfiak.

A feladatot egyenlet nélkiil is meg lehet oldani, pusztan okoskodassal. A varak szama ugyanis

28 tobbszordse, igy 2-3 érték kiprobalasaval (28, 56, 112, 224, . . .) megkapjuk a varak szamat

(112).

A megoldasnal fontos, hogy minden adatot felhasznaltunk, minden feltételt figyelembe

vettlink (és pontosan egyszer), megkerestiik az adatok kozti Osszefiiggéseket (mindegyiket),

majd megadtuk a helyes, és teljes megoldast.

Egy nem szokvanyos feladat az altalanos iskola fels tagozatos tanul6i szamadra:

,Hanyféleképpen lehet elosztani 4 siitit 3 gyerek kozott, ha egy gyerek tobbet is

kaphat, illetve nem feltétleniil kap mindenki?”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 5 — 6. Feladatgylijtemény, 7.6.20.)
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A megoldas Iépései itt is mutatjak a kombinatorikus gondolkodas ismérveit.
1) 1 gyerek 4 siitit kap: 3 eset (400, 040, 004)
1 gyerek 3 siitit kap: 6 eset (310, 301, 130, 103, 031, 013)
2 gyerek 2-2 siitit kap: 3 eset (220, 202, 022)
1 gyerek 2 siitit kap: 3 eset (211, 121, 112)

2) Osszesen 15 féleképpen lehet a feladatban szerepld modon elosztani a siiteményt a
gyerekek kozott.
Itt is a kdvetkez6 ismérvek jonnek elo:
— Minden esetet szdmba vettlink?

— Mindegyik esetet pontosan egyszer vettliink szamba?

Teljes-e a megoldasunk?

Logikus sorrendben kovetik-e egymast a megoldas 1épései?

Kozépiskolaban olyan feladattal is probalkozhatunk, amelyben mar képleteket is hasznalunk.

,,Ot hazaspar foglal helyet egy padon. Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a
hazastarsak egymas mellett akarnak iilni?”

(Osszefoglalo feladatgytijtemény matematikabol, 3256.)

Megoldas:

1) Ha a hazastarsak egymas mellett iilnek, akkor ugy tekinthetd a feladat, mintha
5 személy Osszes lehetséges sorrendjét keresnénk. (,,Osszekotjiik” a hazastarsakat és a
parok sorrendjét keressiik.)
Ezt 5! = 120 féleképpen tehetjiik meg.

2) Viszont a hazastarsak helyet cserélhetnek egymassal, amit a feladat feltételei
megengednek. Minden hazastarsi csere kétszeresére noveli az dsszes esetek szamat. 5
hazaspar esetén ez 2°-szerest jelent.

3) Ebbdl latszik, hogy az dsszes lehetséges sorrend szama 32 - 120 = 3840

Itt sem tekinthetiink el egyetlen feltételtdl sem, mert egészes mas lenne a feladat, ha a
hazastarsak nem iilnének egymas mellett, vagy ha férfi nem iilhetne férfi mellett, és nd sem nd

mellett stb.
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Azt is az olvaso figyelmébe ajanljuk, hogy a kombinatorikai feladatok megoldéasa akkor (és
csak akkor) fejleszti a kombinatorikus gondolkodas képességét, ha nem képlet centrikusan
tanitjuk azt. A tulzott képlethasznéalat inkdbb a formalizmust fejleszti a tanuléban, ami a
képességek fejlesztése terén visszahuzo ero.

A kombinatorikus gondolkodasra inkabb a ,,gondolatok szabad aramlésa”, mint a ,,formaba

val6 zarasa” jellemzo.

Kulcsszavak
kombinatorikus gondolkodas
adatok sziikséges és elégséges volta
teljesség a feladatok megoldasaban

feladatok elemzése

Keérdések, feladatok:

1) Sorolja fel a kombinatorikus gondolkodas jellemzdit!

2) Milyen témakorokon keresztiil, milyen munkaforma, médszer, eszkoz segitségével, hogyan
fejleszthet6 a tanulok kombinatorikus gondolkodasa?

3) A Hajdu-féle tankdnyvcsalad konyveibdl valasszon ki szoveges feladatokat (alsd
tagozaton, felsé tagozaton és kozépiskolaban), majd elemezze a megoldasat

a kombinatorikus gondolkodas képessége szemszogébol!

Kotelez6 irodalom:

1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. foiskolai jegyzet
Bessenyei Kiad6 Nyiregyhéaza, 2000

2. Dr. Hajdu Séandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 1-12. osztaly szamara
Miiszaki Kiad6, Budapest, 2002-2010

3. Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika programok 5-8. osztaly szamara

Miiszaki Kiadd, Budapest, 2002-2006

Ajanlott irodalom:

Osszefoglal6 feladatgyiijtemény matematikabol
Tankonyvkiadd, Budapest, 1990

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4.; 5-8. Feladatgylijtemény
Miiszaki Kiad6, Budapest, 2002-2008
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IX. A gyakorlati alkalmazasra valé képesség

Mint korabban irtuk, olyan matematikai ismereteket kell kialakitanunk a tanulékban,
amelyek alkalmazasra képesek. Tehat nem onmagaért a matematikai tartalomért szerezziik az
ismereteket, hanem azért, hogy azt mas teriileten (egyéb tantargyak, gyakorlati élet) is
alkalmazni tudjuk. Tobbek kozt azért is fontos ennek a képességnek a kialakitasa, mert nagy
motivalo hatassal bir. Ha a tanul6 ldtja tanuldsanak hasznat, érzi, hogy a gyakorlati életben
fel tudja haszndlni ismereteit, akkor nem tehernek, hanem hasznos id6toltésnek, érdekes
elfoglaltsagnak érzi a tanulast. A tarsadalmi elvarasok is azt mutatjak, hogy ezen a teriileten
kell leginkdbb megfelelniiik a tanuloknak.

Mar a fogalomalkotas, az ismeretszerzés kezdetén olyan példat adunk, amely megmutatja
ennek az ismeretnek a gyakorlati vonatkozasait. Példaul a torttel valod osztas sziikségességét
erésen megkérddjelezi a tanuld, ha csak kozoljiik, hogy torttel ugy osztunk, hogy a
reciprokaval szorzunk.

Helyette célszerii egy olyan gyakorlati példasort adni, amely ravezeti a tanulot erre az

ismeretre. (Zardjelben a megoldast mutatjuk, amellyel a tanuld felfedezi a szabalyt.)

Nézziik a kdvetkezo feladatot: (Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 6. 68. oldal)

1) 5 kg burgonya ara 360 Ft. Hany forint 1 kg burgonya ara? (360:5; 360- %)

2) 3 kg alma ara 480 Ft. Hany forint 1 kg alma ara? (480:3; 480 %)

3) % kg dughagyma éara 250 Ft. Hany forint 1 kg dughagyma ara? (250: % ; 250°2)
1 L , . , 1

4) 2 kg di6 ara 240 Ft. Hany forint 1 kg ara? (240: 2 ; 240°4)
3 , , . . 3 4

5) " m selyem ara 750 Ft. Hany forint 1 m selyem ara? (750: " ; 750° 5)

A példasorbdl egyrészt tiikkrozddik a gyakorlati élet, masrészt a matematikai tartalom. Egy
(nem nulla) szammal osztani ugyanazt jelenti, mint reciprokaval szorozni.

fgy az értelem nélkiili verbalis ismeretszerzés helyett a gyakorlati életet tikroz6, tudatos
ismeretszerzés keriil eltérbe.

A begyakoroltatd, elmélyitd feladatokndl is fontos, hogy a gyakorlati alkalmazhatosag

kitlinjon a feladatbol.
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Példaul:

a) 23 dkg felvagott ara 276 Ft. Mennyibe kertil 1kg 25 dkg ugyanilyen felvagott?

b) Egy ember 12 nap alatt tud elvégezni egy munkat. 6 ember ugyanekkora
munkatempdval hany nap alatt készitené el ezt a munkat?

c) 50000 Ft-ot kaptal ajandékba. Ha az OTP évi 8%-o0s kamatot fizet érte, egy év mulva
hany forintot kapsz kézhez?

d) Egy térképvazlaton 3 falu talalhato. Meghatarozand6 a falvak valddi tavolsaga, ha a
méretarany 1:200 000.

e) Egy téglalap alaku telek egyik oldala 20 m. A telek be nem épitett teriilete 2-Szerese
az épiilet alapteriiletének. Ha a haz alapteriilete 80 m?, akkor hany méter hosszi a
telek masik oldala?

(Ezeknek a felsd tagozatos feladatoknak a megoldasat az olvaséra bizzuk.)

Kozépiskolaban még inkabb azt érzi nagyon sok tanuld, hogy a matematikatanulas
felesleges teher, nincs értelme a feladatok egzakt megoldasanak, és foleg nincs gyakorlati
haszna. Ezen a tévképzeten javithat az, ha olyan egyszerli feladattal vezetjiikk be az adott
matematikai ismeretek targyaldsat, amibdl kozvetlentil kimutathato a gyakorlati

alkalmazhatdsag.

»Egy 1j gép ara 2 millio forint. Elhasznalddas, elavulas miatt évente 20 % - ot veszit
értekébdl. Hany év mulva lesz a gép értéke az eredeti ar fele?”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 12. 1.63.)

A feladatok megolddsa a mértani sorozattal kapcsolatos ismereteket feltételezi. Sajnalatos
tapasztalat az, hogy a tanulok nem szivesen tanuljadk a sorozatokat. Az ehhez hasonld

példakon meg lehet mutatni, hogy ezeknek az ismereteknek is van gyakorlati haszna.

Megoldas:
Az 1. év végén a 2 milli6 forint 80 % - at, (0,8 — szeresét) éri a gép.

2-0,8=1,6 (milli6 Ft)

A 2. év végén az 1,6 millio forint 80 % - at éri a gép.

1,6 - 0,8 = 1,28 (milli6 Ft)

TAMOP Eger 103
Dr. Czeglédy Istvan: Kompetenciaalapti matematikaoktatas, 2010



A 3. ¢év végén a 1,28 milli6 forint 80 % - at éri a gép.

1,28 - 0,8 = 1,024 (milli6 Ft)

A 4. ¢év végén a 1,024 milli6 forint 80 % - at éri a gép.
1,024 - 0,8 = 0,8192 (milli6 Ft)

Lathato, hogy 3 év mulva (illetve annal kicsit hosszabb 1d6 alatt) csokken a gép ara felére.
Ha pontosan akarjuk kiszamolni az amortizacidé mértékének idétartamat, akkor ismét el6jon
egy masik — a tanulok altal eléggé vitatott — tananyag, a logaritmus fogalma.

Hiszen egyszerli egyenlet forméjaban igy irhatok fel az eldbbi megoldasi 1épések:

2 - [ _E)n:]_
100

Ebbdl: n-1g0,8=1g0,5
n~31

Ehhez hasonléan minden témakodr tanitasat tudjuk olyan kidolgozott mintapéldaval
kezdeni, ami eldrevetiti a tananyagnak a gyakorlatban valo alkalmazhatosagat. A tandrnak

nem szabad kihasznalatlanul hagyni ezt a motivacios lehetdséget sem.

Kulcsszavak
alkalmazas, alkalmazhatosag
matematikai modell
felfedezteto tanulas
a gyakorlati alkalmazas, mint motivacio
transzferdalas
aranyossag
kamat

mozgdasok

Kérdések, feladatok:
1) Milyen egyéb képességek meglétét feltételezi a gyakorlati alkalmazhatosag

képessége?
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2) 5. osztalytol 12. osztalyig minden témakorhoz keressen olyan feladatokat a Hajdu-féle
tankonyvcsaladbol, amellyel igazolni tudja, hogy a matematika nélkiilozhetetlen a

gyakorlati alkalmazas képességének kialakitasahoz!

Kotelez6 irodalom:

Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagégia I-II. foiskolai jegyzet
Bessenyei Kiadé Nyiregyhaza, 2000

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 1-12. osztalyok szamara
Miiszaki Kiado, Budapest, 2002-2010

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematikai programok 5-8.

Miszaki Kiad6, Budapest, 2002-2006

Ajanlott irodalom:

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4., 5-6., 7-8. Feladatgyiijtemény
Miszaki Kiado6, Budapest, 2002-2008

Osszefoglal6 feladatgytijtemény matematikabol
Tankonyvkiado, Budapest, 1990

X. Fiiggvényszeru gondolkodas

A matematikdban minden téma, minden témaval valamilyen mértékben
Osszefiiggésben van. Hasonld igaz mas tantargyakra, és ugyanez mondhat6 el a gyakorlati
életrdl is. Ily modon a fiiggvényszerli gondolkodas képességének kialakitasa fontos célja és
feladata kell, hogy legyen a matematikatanitasunknak.

Akkor mondjuk, hogy tanuloinkban kialakult ez a kompetencia, ha képes két, vagy t6bb
halmaz, illetve azok elemei kozti kapcsolatot (kapcsolatokat) megtalalni, latia az egyes
tényezok kozti hasomldosdgot, azomossagot, kiilonbozoséget, észreveszi kozottiik az
ok-okozati Osszefiiggéseket, ha képes egymastol viszonylag tavol 1évé ismeretek kozott
pdarhuzamot vonni, ha képes ismereteit mas osszefiiggésekben is alkalmazni, (azaz képes a

transzferdldsra), és rendelkezik analdgiai gondolkodads képességével is.
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Ezek a képességek lehetové teszik, hogy a tanuld konnyebben eligazodjon a gyakorlati
¢let kiilonbozo hatdsai kozott, jobban alkalmazkodjon a tarsadalmi elvardsokhoz, és minden
téren jobban beilleszkedjen a tarsadalomba.

A mindennapi dontéshozatalban is sokat segit az, ha a tanuld rendelkezik ezzel a
kompetenciaval. A koznapi cselekvéseiben is a ,,mit, miért, hogyan?” kérdésharmasra adott
valasza hatarozza meg tevékenysége sikerét, vagy kudarcat. Erre a kérdésharmasra érdemben

csak a fiiggvényszerli gondolkodas képességével tudunk valaszolni.

A matematikatanarok zome ennek a kompetencianak a fejlesztését leszlkiti a
»Relaciok, fliggvények, sorozatok” témakdr tanitdsdra. Kétségtelen, hogy ezeken a
tananyagokon keresztiil mutathato be leginkabb ennek a képességnek a fejlesztése, de hogy az
elébb felsorolt ismérveknek maradéktalanul megfeleljiink, ennél Iényegesen szélesebb merités
szlikséges a matematikai témakdrok sokasagabol.

Tulzés nélkiil allithatjuk, hogy a geometria, az algebra, a szoveges feladatok, a szamelmélet,
¢s a sort még lehetne folytatni, legalabb olyan mértékben alkalmas a fliggvényszerii
gondolkodés kompetencidjanak kialakitasara, fejlesztésére, mint az emlitett relaciok,

fliggvények, sorozatok.

Vegylink egy példat az also tagozatbol, ahol a tanulok képessége, képzettsége még nem olyan
fejlett, hogy rendelkezzenek azokkal a feltételekkel, amelyekkel egy mitkodé kompetenciat
tudnank kialakitani. Itt természetesen ,,csak” a fliggvényszerli gondolkodas alapjait rakjuk le.

(Ezek az alapok legalabb annyira fontosak, mint felsobb korosztalyban a fejlesztés. Sot!)

Rajzolj egy 10 cm hosszl szakaszt! Oszd fel ezt a szakaszt harom részre ugy, hogy
kettd egyenl6 legyen, a harmadik pedig 1 cm-rel hosszabb legyen a masik ketténél!

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4. 5. 18. feladat alapjan)

Vizsgaljuk meg, hogy milyen témakorok kozott, milyen osszefiiggéseket kell felfedeznie a 4.
osztalyos tanulonak!

— Szakasz masolas, mérés.

— Aranyos 0sztas.

— Egyenldtlenségi relacio.

— Mennyiségek novelése, csokkentése.
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Megoldas:
A megrajzolt szakasz egyik végpontjaban megjeldliink 1 cm hosszl szakaszt (marad 9 cm),
3 cm-es egyenlo részekre osztjuk a 9 cm-es szakaszt, majd bejeldljiik a szakaszok végpontjait.

(3cm, 3cm, 4 cm)

Egy ilyen, viszonylag egyszeri feladattal is lehet tobbiranyt vizsgalodast végezni,
raadasul a gyerek rajzol, mér — manipulativ tevékenységet folytat — felfedez, és kozben
feltarja az egyes adatok, feltételek kozti Gsszefiiggést is.

Hasonlo jo eredmények érheték el a szabalyjatékokkal, az abrasorozatok folytatasaval,
szamok abrakon val6 elhelyezésével — megadott Osszefiiggések alapjan, geometriai alakzatok

darabolasaval, szamegyenes egyes pontjainak meghatarozasaval, stb.

A kozépiskolai tananyag szép példaja a fliggvényszerli gondolkodas képességének
fejlesztésére, a szogparok és a transzformaciok kapcsolata.
(Csak érint6legesen soroljuk fel, nem feladat megoldasaként.)
1) Egyallasu szogek — eltolas.
2) Merdleges szart hegyesszogek — forgatas.

3) Valtoszogek (csucsszogek) — kozéppontos tiikkrozés.

Az ilyen fajta feldolgozassal a fliggvényszerli gondolkodason tul, még szamos kompetenciat
fejleszthetiink. Leginkabb a gondolkodasi miiveleteket, a kreativitast, a problémamegoldast,

és nem utolso sorban a rendszerszemléletet.

Kulcsszavak
halmazok, elemek kozti kapcsolat
ok — okozat
feltétel — allitas
transzferalas
mit, miért, hogyan cseleksziink
osszehasonlitas

egyezoség, kiilonbozoség
Kérdések, feladatok:
1) Mikor mondjuk, hogy rendelkezik a tanulo a fliggvényszerii gondolkodas
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kompetenciajaval?

2) Sorolja fel, hogy milyen egyéb kompetencidk sziikségesek a fliggvényszerti
gondolkodas kialakitasahoz!

3) Gyijtson a Hajdu-féle tankonyvcesalad tankonyveib6l olyan feladatokat a szamelmélet,
a szoveges feladatok, €s a geometriai transzformaciok témakorbdl, amelyekkel a
fliggvényszerli gondolkodas kompetencidja fejleszthetd! Elemezze a feladatot a fenti

szempontok alapjan!

Kotelez6 irodalom:

Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. foiskolai jegyzet
Bessenyei Kiadé Nyiregyhaza, 2000

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 1-12. osztalyok szdmara
Miiszaki Kiado, Budapest, 2002-2010

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematikai programok 5-8.
Muszaki Kiad6, Budapest, 2002-2006

Ajanlott irodalom:
Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4., 5-6., 7-8. Feladatgyiijtemény
Miszaki Kiado6, Budapest, 2002-2008

XI. Tajékozodas térben és idében

Nagyon széles teriiletet Olel fel ez a kompetencia. Ide sorolhatd a mértékekben,
mértékegységekben valo jartassag, készség, a koordindta-geometriai ismeretek alkalmazasara
valo képesség, a geometriai alakzatoknak, mint a hasznalati targyak, objektumok matematikai
modelljeinek ismerete, a geometriai szamitisokban valé jartassdag — nevezetesen a keriilet-,
teriilet-, felszin-, térfogat-, iirtartalom-szamitas, — a haromszogek, négyszogek és a kor
geometridja alapfogalmainak ismerete, gyakorlatban tortéeno alkalmazdsa, tovabbd a
geometriai testek, a hasab, henger, gomb, kup, gula megjelenése a koznapi gyakorlatban,
mint a minket koriilvevo vilag geometriai modelljei.

Tobb matematikatanitassal foglalkozo  kiilfoldi  szakértd szerint a magyar
matematikdban til sok geometriai ismeret szerepel. A tanterveket, tankOnyveket

Osszehasonlitva a kornyezd orszdgok tanterveivel, tankonyveivel, megallapithatjuk, hogy
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valoban nagyobb aranyban szerepel a magyar konyvekben a geometria, mint a kdérnyezo
orszagokban. Viszont ez nem feltétlen hatranya a magyar matematikaoktatdsnak — sot. Elég
csak a fejlesztendd kompetencidk fenti felsorolasat figyelembe venni ahhoz, hogy lassuk e
téma tanitdsanak fontossagat.

Ezen tal még egyéb indokokat is fel tudunk sorolni. A pszicholégusok kimutattak,
hogy a két agyféltekénk mas-mas teriiletet iranyit. Nézziik ezeket a teljesség igénye nélkiil!
Példaul, a bal félteke ,.felelés” a kovetkezo teriiletekért:

Beszéd-nyelv hasznalata; logikus, analitikus, algebrikus, intellektudlis tevékenység;
konvergens, racionalis, kovetkeztetd, absztrakt gondolkodas; iranyitott tevékenység (tervezés)
¢s idOérzek.

A jobb félteke ,,felelds™ a kovetkezd teriiletekért:

néma, latd, térmanipulalo, egyidejli, analdg, szintetikus tevékenység; geometrikus, divergens,
irracionalis, targycentrikus gondolkodas; szabad (nem iranyitott) és idében nem korlatozott

tevékenység.

Ebbdl is lathatd, hogy a geometria a jobb féltekét fejleszti leginkabb, és ebbdl adoddan
legalabb olyan fontos, mint a tobbi témakor.
Ez a magyar tanitasi stratégia, a témakorok ilyen valogatasa az agyunk mukodésének, a két
féltekének egyenld fejlodését biztositja.
Ha a matematikatanitasunk f6 célkitiizése a kompetenciateriiletek fejlesztése — marpedig az —,
akkor a tananyagvalasztas teriiletén ezt az utat kell kdvetniink.
Mikor mondhatjuk azt, hogy a tanuld képes tajékozodni térben ¢és id6ben? Milyen

tulajdonsagokkal, képességekkel, jartassagokkal kell rendelkeznie ehhez?

Tud a kivant mértékegységgel mérni hosszusagot, tomeget, idot, teriiletet, térfogatot,
képes ezen mértékegységek atvaltasara, ismeri a deci, centi, milli, a deka, hekto, kilo
prefixumokat, ezeket képes a mindennapi gyakorlatban — vasarlas, utazas, munka, stb.
alkalmazni.

Képes dolgokat, objektumokat térben és idoben elhelyezni, tevékenységeket, dsszefiiggéseket,
folyamatokat, eredményeket  koordindta-rendszerben  grafikusan — dbrdzolni, illetve
grafikonokrol, diagramokrol értékeket leolvasni, képes tablazatokat (példaul menetrendet)

elemezni, azokat a gyakorlatban hasznositani.

TAMOP Eger 109
Dr. Czeglédy Istvan: Kompetenciaalapti matematikaoktatas, 2010



A kornyezetében fellelheto targyakban képes felfedezni a sikbeli és térbeli geometriai
alakzatokat, azoknak tulajdonsdgait legalabb jartassag szintjén képes a mindennapi
munkdjaban alkalmazni.
Tudjon tavolsagot, teriiletet, térfogatot, idot, tomeget becsiilni, és a becslésre valo képességét
épitse be a tevékenységébe.

Ezek a képességek, jartassdgok, készségek egy sor egyéb kompetencia meglétét
feltételezik, és csak erds, tudatos tanari — tanuldi tevékenység soran fejleszthetok. A tudatos
tervezo tanari munkanak, a tananyag optimalis kivalasztdsanak, a megfelel6 munkaformanak,

modszernek, eszkdznek Oridsi szerepe van e kompetencia kialakitasa soran.

Egy-egy also tagozatos, felsd tagozatos és kdzépiskolas példan keresztiil mutatjuk meg
a fejlesztési lehetdségeket, a teljesség igénye nélkiil.
Matematikatanitdsunk egyik legégetébb problémaja a becslés, a mérés, mértékegységek,
mértékvaltas alkalmazésra képes ismeretének elsajatitasa. Még kozépiskolaban is gyakran
talalkozunk olyan tanuldkkal, akik nem érzik, nem értik, nem latjak az egyes mértékek kozotti
Osszefiiggéseket. Nincsenek tisztaba a prefixumokkal, igy természetes mddon az atvaltasok is
nehezen mennek.
Péld4ul: gimnaziumban sok tanulé adott helytelen valaszt arra, hogy 1 cm® hany milliliter.
(Az elézetes informaciok szerint azt tudtak, hogy 1 dm® = 1 liter.) Ez arra enged
kovetkeztetni, hogy atgondolatlanul, verbalisan sajatitottdk el a tanulok a térfogat és az
Urtartalom kozti 6sszefiiggést.
(Valosziniileg sokakat zavart az, hogy az egyikben milli, a masikban centi prefixum

szerepelt.)

A tavolsagok becslésére, illetve a becslésre vald képesség hidnyara pedig a kovetkezd
példat tudjuk felhozni felsd tagozatbol.
Egy mozgésos feladat megolddsaként tobb tanuld a Nyiregyhdza — Budapest tavolsagra
242 cm-t kapott, és ezt az eredményt el is fogadta. Itt szintén a mértékvaltasban tapasztalhatd
hidnyossagok (tarsulva a becslésre vald képesség hianyaval) okoztak a problémat.
A kovetendo 1t:

Nem értelem nélkiili bevésés utjan kell kialakitanunk a mérés, mértékek, mértekvaltas
ismereteket, hanem cselekedtetve, felfedeztetve, a hibakat magukkal a tanulokkal javittatva
kell azt tenniink. Az als6 tagozatos tanul6 csak akkor fogja megtanulni, hogy 1 m = 100 cm,

ha a kezébe adjuk a mérdszalagot, és Osszehasonlithatja a két hossziisagot. Ezaltal a centi
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prefixum értelmét (szazad rész) is megérti, €s azt is megmutathatjuk, hogy a centiméterbdl
(egyszézad méterbdl) 100 db tesz ki 1 métert. Tehat tobbiranyu vizsgalddast valdsithatunk

meg, és rendszerbe foglalhatjuk az ismereteket.

Példaul als6 tagozatban a kovetkezO feladat megoldasaval gy6zddhetiink meg arrdl, hogy a
tomegmérés és mértékvaltas ismeretével milyen szinten rendelkezik a tanulo.
,»Egy jegesmedve tomege koriilbeliil 15 szanhuzo kutya tomegével egyenld. Egy szanhtzo
kutya tomege koriilbeliil megegyezik 5 alaszkai nyul tomegével. Egy alaszkai nytl 7-9 kg.
a) Legalabb hany kilogramm lehet egy jegesmedve?
b) Legfeljebb hany kilogramm lehet egy jegesmedve?
€c) Hany szanhtz6 kutya tomege lehet ugyanannyi, mint egy 315 kg-os kolyok
jegesmedvée?
d) Hany alaszkai nyul tomege lehet ugyanannyi, mint egy 315 kg-os kolyok
jegesmedvéé?”
(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4. Feladatgylijtemény, 3. 38.)

(A megoldast az olvasoéra bizzuk.)

Ez a feladat egyben azt is mutatja, hogy még also tagozatban sem elégedhetiink meg végso
célként az egyszerii mértékvaltasokkal, hanem a koriilbeliili, becsiilt értékkel, és a

problémaszituacioba agyazott tomegértékekkel vald szamolast is elvarhatjuk.

Az altalanos iskola felsé tagozatan — a normalalak tanuldsa utan — adhatunk olyan feladatokat,
amelyekkel elmélyithetjiik a mértékvaltast, tovabba ellendrizhetjiik tanuldink ez iranyt
képességeinek szintjét.
» A Nap és Fold kozepes tavolsaga 149,5 millio kilométer. A Fold Nap koriili
keringési ideje megkozelitbleg 365 nap és 6 ora. A Mars kozepes naptavolsaga
1,524-szerese a FoOld naptavolsaganak, és keringési ideje 1,881-szerese a Fold
keringési idejének.
a) Hany kilométer hosszu a Fold, illetve a Mars Nap kortili keringésének palyaja?
b) Hozzéavetdlegesen hany masodpercig tar, amig a Fold, illetve a Mars megkeriili a
Napot?
¢) Masodpercenként hany kilométert tesz meg a Fold, illetve a Mars a Nap kortil?

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 7-8. Feladatgyiijtemény, 2. 3. 35.)
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A feladat elég bonyolult. Atlagos, vagy annal gyengébb képességii altalanos iskolai
tanuloknak nem is ajanlott feladni. Még kozépiskolaban is csak a jobb képességli tanuldok
tudnak érdemben foglalkozni a feladattal.
A megoldas helyett inkdbb vizsgaljuk meg, hogy milyen ismeretek sziikségesek a
mértékvaltas korébdl a feladat megoldaséhoz.

149,5 milli6 kilométer = 1,495 - 10° km = 1,495 - 10" m

365 nap 6 ora = 365,25 nap = 365,25 - 24 - 3600 s = 3,156 - 10" s
Tehat mind a hosszusag, mind az id6 kiszdmitasa meglehetdsen bonyolult, de ha hibatlanul

megoldja a tanuld, akkor e két mértékvaltast illetéen megnyugodhatunk.

A térben ¢s idOben vald tajékozodast nagymértékben segiti valamely tevékenység
koordinata — rendszerben torténd dbrazoldsa. Nézziink erre egy kozépiskolas példat:

,Adjuk meg az egyes jarmiivek mozgasat leird (id6 — ut) fiiggvényeket! Abrazoljuk

kozos koordinata — rendszerben e fliggvények grafikonjat (az Gt-tengely 1 beosztasa

2 m-t jelentsen). Oldjuk meg grafikusan és algebrai uton is a kdvetkezd feladatot:
s . m s m . .
Egy kerékparos sebessege v =4 — . Egy motorkerékparos a = 2—- gyorsulassal képes
S S
elindulni. Hany mésodperc mulva éri utol az elinduld6 motorkerékpéros a téle mar 5 m
tavol 1évo, egyenletesen tdvolodo kerékparost? (s =v - ¢, s = a t?)”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 12. 5. 16.)

A feladat megoldasa soran a kovetkezd képességek mozgosithatok.
— Téjékozddas térben, idében: az Gt-id6 grafikon megrajzolédsa révén.
— Adatok leolvasasa a grafikonrdl. (Hol jelentkezik az, hogy a kerékparos mar 5 m-t
megtett?)
— Kiilonb6z6 tipusit mozgasok grafikonjainak Osszehasonlitasa. (Egyenes vonala
egyenletes mozgas — egyenes vonalll gyorsulé mozgas. Egyenes — parabola.)
—  Osszefiiggések megkeresése a két megtett it kozott.

(Megoldas: 5 s alatt éri utol a motoros a kerékparost.)

Az ilyen jellegti feladatok azon tul, hogy a fiiggvényszerii gondolkodas képességét is
fejlesztik, arra is jok, hogy a térben és idOben vald rendezéshez sziikséges alkalmassagot is

fejlesszeék.
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A témaval kapcsolatos tovabbi kidolgozott mintapélddk és feladatok tanulmanyozéasat az
olvasora bizzuk. A Hajdu-féle tankonyvcsalad szerzoi also tagozattol az érettségiig torekedtek
arra, hogy ebben a fejezetben irt kompetencia fejlesztési lehetdségek IS maximalisan

teljesiiljenek.

Kulcsszavak
tdajékozodas térben, idoben
meéres,mértékvaltas, mertékegységek
prefixumok
hasznalati targyak geometriai modelljei
grafikonok, koordindta-rendszer

keriilet, teriilet, felszin, térfogat

Keérdések, feladatok:
1) Sorolja fel a tajékozodas térben és idoben kompetencia jellemzd sajatossagait!
2) Mik a mérés, mértekvaltas, mértékegységek témakarei tanitdsanak nehézségei,
¢s hogyan kiiszobolhetok ki ezek?
3) Keressen a Hajdu-féle tankdnyvcesalad tankdnyveiben olyan geometriai

szdmitasos feladatokat, amelyekkel az itt elemzett kompetencia fejleszthetd!

Kotelez6 irodalom:

Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. foiskolai jegyzet
Bessenyei Kiado Nyiregyhaza, 2000

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 1-12. osztalyok szdmara
Muszaki Kiad6, Budapest, 2002-2010

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematikai programok 5-8.

Miiszaki Kiad6, Budapest, 2002-2006

Ajanlott irodalom:
Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4., 5-6., 7-8. Feladatgyiijtemény
Miiszaki Kiado6, Budapest, 2002-2008
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XII. Bizonyitasi igény, itéloképesség

»Amint meggy6zddtél arrol, hogy a tétel igaz, kezdd el a bizonyitast!” mondja a
klasszikus matematikaprofesszor.

(Polya Gyorgy: Indukcio és analdgia, Gondolat Kiadd, Budapest, 1988)

A koznapi életre igy fordithatnank le: amint meggydzd6dtél rola, hogy allitasod, kijelentésed
igaz, bizonyitsd be. A bizonyitas, az itéletalkotas, a dontés a mindennapi élet velejardja. El
kell tudnunk donteni, hogy az élet kisebb-nagyobb problémdinak megoldasa sordn helyesen
cselekedtiink-e, meg kell itélniink, hogy a hozott dontésiink mennyiben helytallo, vagy
mennyiben helytelen, milyen kévetkezményekkel jar. A matematikaoktatdsban kiemelten

fejleszthetd, és fejlesztendd ez a kompetencia.

Célszer(i betartani a kovetkez6 tanacsot: ,,Ha be kell bizonyitanod egy tételt, egy
allitast (esetleg dontésed helyességét), ne rohanj neki mindjart. El6szor értsd meg teljesen
mirdl szol a tétel, probald meg tisztan latni, hogy mit is jelent! Ezutan ellendrizd a tételt, mert
lehet, hogy nem igaz! Vizsgald a tétel esetleges kdovetkezményeit, ellendrizz annyi specidlis
esetet, amennyi csak kell ahhoz, hogy meggy6z6dj a tétel igazsagarol!”

(Polya Gyorgy: Indukcio és analogia, Gondolat Kiadd, Budapest, 1988)

Ezt Polya Gyorgy a matematikai tételek bizonyitdsira fogalmazta meg, de minden
koznapi cselekvésiinkre is igaz, igy dontésiink nem lesz (vagy kevésbé lesz) helytelen.
Vizsgaljuk meg, mi jellemz0 arra a tanulora, akiben megvan a bizonyitdsi igény, aki
rendelkezik a bizonyitasi képesség és az itéléképesség kompetencikkal.

Ismernie kell a tételt és az dllitast, a koztiik lévé ok — okozati kapcsolatot, ismernie kell azokat
a logikai kovetkeztetési sémakat, amelyekkel az adott allitdast a feltételek és az adatok kozti
osszefiiggések feltarasaval olyan egyszerii tételre vezetjiik vissza, amelynek igazsaga (esetleg
hamissdga) kozvetleniil eldontheto.

Megjegyezziik, hogy vannak olyan tételek, allitasok is, amelyekben a feltételek és az allitasok

nem valaszthatok kiilon. Ilyenek példaul a kovetkezo tételek: Végtelen sok primszdm van,

vagy a V2 irraciondlis szam, stb.

Eppen a tételek sokfélesége miatt, tobbféle bizonyitasi eljaras 1étezik. Az éaltalanos

iskola also tagozataban még csak indoklast kériink a tanuloktol, a fels6 tagozatban mar
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megjelenik az ugynevezett direkt bizonyitds. Kozépiskolaban mar tanitjuk az indirekt

bizonyitast, és a teljes indukciot is. Mindegyiknek mas a logikai kdvetkeztetési sémaja.

Tanuloink képességeinek fliggvényében célszeri mindegyiket mintapéldakon bemutatni.
Viszont, ha a bizonyitdsra vald képességet vizsgaljuk, megallapithatjuk, hogy ennek a
teriiletnek a fejlesztése is majdnem minden kordbban emlitett kompetencia meglétét feltételezi
a tanuloknal.
A bizonyitasi képesség és itéloképesség kialakitasanal még egyéb hatraltatd tényezok is
szerepet jatszhatnak. Ilyen példaul az altalanos iskola 5. osztdlydban a héaromszog
egyenldtlenségre vonatkoz6 tétel. A 10-11 éves tanuld nem érti, hogy mit kell azon
bizonyitani, hogy a haromszog két oldalanak 6sszege nagyobb, mint a harmadik oldal. Ezt 6
természetesnek veszi.
Valojaban ez érthetd, mert csak 7. osztadlyban lesznek meg azok a feltételek (mind szaktargyi,
mind pszichés), amelyek a tétel kimondasanak és igazolasanak az indokoltsagat mutatjak.
Mivel — mint emlitettiik — a bizonyitasi készség kialakulasahoz nagyon sok egyéb
kompetencia sziikséges (példaul a gondolkodasi miiveletek majdnem mindegyike), ezért nem
is alakulhat ki az altalanos iskolaban ez a kompetencia. (Vagy csak nagyon kezdetleges
szinten.) Viszont, mint a tobbi kompetencianal is, a bizonyitasra valo képesség csirai mar also
tagozatban kialakulhatnak. Ezt a megoldasok indokoltatasaval érheti el a tanar.
A tanuldnak indoklas nélkiil adott valaszara, mindig ott kell lenni a tanar ,,miért” kérdésének.
Ha ezt kovetkezetesen végzi, akkor idOvel a tanulok sajatjava valik a bizonyitasi igény, és
felszolitas nélkiil is indokolja allitasat.
Itt elég a 2. osztalyban tanitandd bennfoglalasra utalnunk, ami a késébbi osztas alapja: 6-ban a
2 megvan 3-szor, mert 3 - 2 = 6. Tehat visszautalunk a korabban szerzett ismeretekre.
A bizonyitasokat mindig ugy kell tanitanunk, hogy az alapokkal (a feltételben és az
allitasban szerepld ismeretekkel) rendelkezzen a tanul6. Ily mddon, példaul a 6., 7. osztalyban
nem altaldnositott oszthatdsagi szabalyokat tanitunk, hanem konkrét szamokon keresztiil

vezetjiik le a bizonyités Iépéseit.

Nézziink erre egy tételt:
Egy tizes szamrendszerben felirt szdm pontosan akkor oszthatdé 4-gyel, ha az utols6 két

szamjegyébdl allo szam oszthato 4-gyel.

Bizonyitas:
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Tekintslink egy tetszéleges természetes szamot. Ezt felirhatjuk a helyiértékek szerinti
Osszegalakban:

52428 =5-10"+2-10+4-10°+2 - 10+8
Vegyiik észre, hogy ennek az Ottagi Osszegnek az elsé harom tagjaban a 100 (= 102)
szorzétényezbéként szerepel. Ebbdl adoddan ezek a szamok, (illetve ezek Gsszege) oszthatok
100-zal, azaz 4-gyel is, hiszen 100 4-nek a 25-szorose. Tehat, ha a két utolsé szamjegybdl allo

szam (a 28) oszthato 4-gyel, akkor a szam is. Ha nem, akkor a szdm sem.

Minden 4altalanos iskolai bizonyitasnal célszeri ezt az utat kovetni, és maximalisan

figyelembe venni a tanulok feltételezett képességét, képzettségét.

Kozépiskolaban a jobb képességii tanuloknak mar tanithatjuk ennek az éltalanositott
valtozatat, amikor a természetes szam kanonikus alakjaval dolgozunk:
A=a,-10"+an - 10"+, . +a3z-10°+a, 10°+a; 10 +ag

Ezzel az alakkal ugyanazokat a bizonyitasi 1épéseket végezziik el, mint a konkrét szammal.

A kozépiskoldban tanitand6 indirekt és teljes indukcios bizonyitdsi mod elemzését az olvasora

bizzuk. (Lasd: Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 9-12.)

A tanulok logikai képességét szépen fejleszthetjiik a tételek szerkezetének
vizsgalataval, illetve a tétel megforditasaval, tagadasaval, és az ekvivalens atfogalmazésaval.

Ezeket egy-egy példan keresztiil mutatjuk be.

1) Tetel:
,»Ha egy természetes szdm oszthatd 5-tel, akkor oszthato 10-zel is.”
Feltétel: oszthato 5-tel.
Allitas: oszthaté 10-zel.
Az allitas hamis. Az 5-tel valo oszthatosag sziikséges feltétele a 10-zel vald oszthatésagnak,

de nem elégséges.

A tétel megforditasa:

,»Ha egy szam oszthat6 10-zel, akkor oszthat6 5-tel is.”
Feltétel: oszthato 10-zel.
Allitas: oszthato 5-tel.
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Az allitas igaz. A 10-zel vald oszthatosag elégséges feltétele az 5-tel vald oszthatosagnak.
(Viszont nem sziikséges, mert tudunk olyan 5-tel oszthatd szamot mondani, ami nem oszthatd

10-zel.)

A tétel tagadasa:
»INem igaz, hogy ha egy természetes szam oszthat6 5-tel, akkor oszthat6 10-zel is”

Ez a tétel igy igaz. Vegylik észre, hogy a tagadas megvaltoztatja az allitas logikai értékét.

A tetel ekvivalens atfogalmazasa:
,»Ha egy természetes szam nem oszthat6 10-zel, akkor nem oszthat6 5-tel sem.”
Feltétel: nem oszthato 10-zel.
Allitas: nem oszthato 5-tel sem.
Az allitas logikai értéke hamis, tehat megegyezik az eredeti tétel logikai értékével.

(Ezt a fajta atfogalmazast nevezziik kontra pozicionak.)

2) Tétel:
»Egy négyszdg pontosan akkor rombusz, ha 4tloi merdlegesen felezik egymast.”
Feltétel: a négyszog rombusz.
Allitas: atl6i merSlegesen felezik egymast.
A tétel igaz. Ebben a tételben a feltétel sziikséges és elégséges. Ez azt jelenti, hogy a tétel

megforditdsa is igaz.

A tétel megforditasa:
»Ha egy négyszog 4tloi merdlegesen felezik egymast, akkor a négyszog rombusz.”
Feltétel: az atlok merdlegesen felezik egymast.
Allitas: a négyszog rombusz.
Ez a tétel 1s igaz.
Tehat, ha egy tétel megfordithatd, akkor azt a ,,pontosan akkor”, illetve az ,,akkor és csakis
akkor” szoosszetételekkel fejezhetjiik ki.
Osszességében: a gyakorlati életben az egyik legfontosabb kompetencia az érvelés, a
bizonyitds, a dontés képessége. Minden témakornél bdven talalunk olyan feladatokat,
amelyekkel ezeket a képességeket fejleszthetjiik. A tanér feladata az, hogy ugy épitse fel a

tanorajat, hogy ezen tulajdonsagok koziil a lehetd legtobbet fejlessze.

TAMOP Eger 117
Dr. Czeglédy Istvan: Kompetenciaalapti matematikaoktatas, 2010



Kulcsszavak
tétel
feltetel, allitas, ok, okozat
bizonyitas
itéloképesség
sziikséges, elégséges feltétel
tételek tagadasa, megforditasa, ekvivalens atfogalmazas

allitasok logikai értéke

Kérdések, feladatok:
1) Mi jellemzi a bizonyitési képességgel ¢€s itéloképességgel rendelkezd tanulot?
2) Keressen tételeket a Hajdu-féle fels6 tagozatos és a kozépiskolai tankonyvekbol,
vizsgalja meg a feltételeket, forditsa meg a tételt, tagadja, majd adja meg
ekvivalens atfogalmazasat!

3) Milyen logikai Iépésekbdl all a bizonyitas?

Kotelez6 irodalom:

Polya Gyorgy: A gondolkodas iskolaja
Akkord Kiado, Budapest, 2000

Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. foiskolai jegyzet
Bessenyei Kiad6 Nyiregyhaza, 2000

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 1-12. osztalyok szdmara

Miiszaki Kiad6, Budapest, 2002-2010

Ajanlott irodalom:

Polya Gyorgy: Indukcid és analdgia
Gondolat Kiadd, Budapest, 1988

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4., 5-6., 7-8. Feladatgy(ijtemény
Miiszaki Kiado6, Budapest, 2002-2008
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XIII. Geometriai transzformaciok felismerése és alkalmazasa a gyakorlatban

A geometriai transzformaciok igen fontos helyet foglalnak el életiinkben, csak az a
kérdés, hogy ezt mennyire érzékeljiik.
A sikon, térben torténd mozgasok geometriai modelljeinek felismerése, majd ezen ismeret
alkalmazasa a gyakorlatban az egyik legfontosabb kompetencia.
Keith Devlin igy ir errdl:
»A geometria a vilagban alakot 61t6 mintazatok feltarasaval foglalkozik. Az alakzatok
legszembetinObb vonasai kozott azonban olyanok is akadnak, amelyek nem a
szigoruan vett alakot, hanem a format jellemzik: tipikusan ilyen a szimmetria. Egy
hopehely vagy virdag szimmetridja mindig valamilyen geometriai szabalyszertiségbdl
ered, igy ennek vizsgdlata mindig az alakzat mélyebb, absztraktabb vondsaira derit
fényt. A mintdzatok tobbnyire kellemes érzést valtanak ki  benniink,
tanulmanyozasukat ennél fogva a szépség matematikdjanak is nevezhetjik. A
szimmetridk matematikai elmélete az alakzatok transzformacidinak vizsgalataval
kezdddik.”
(Keith Devlin: Matematika, a lathatatlan megjelenitése, Miiszaki Kiad6, Budapest
2001)

A szerz6 gondolatait folytatva, és a matematikaoktatasunkra alkalmazva mondhatjuk,
hogy a transzformaciok tanitdsaval is az a fo célunk, hogy a tanulok gondolkodasi és
problémamegoldo, dsszehasonlitd, rendezd, stb. képességét fejlessziik gy, hogy mindezeket
az ismereteket, illetve az igy kapott képességeket a gyakorlatban is tudjak alkalmazni
tanuldink.

Akkor mondjuk, hogy a tanulo rendelkezik a geometriai transzformdciok
felismerésének és alkalmazasanak kompetenciajaval, ha felismeri a gyakorlati életben
megfigyelhetd mozgadsokban az alapveto transzformaciokat, és ezek fiiggvényében tudja
megtervezni tevékenységet.

Nevezetesen: ismerje fel az egybevigosagi transzformdciokat (eltolas, tengelyes tiikrozes,

kozéppontos tiikrozes, forgatas), és lassa ezeknek gyakorlati hasznat.

A hasznalati targyakban, épiiletekben, egyéb alkotasokban ismerje fel a szimmetridkat,
aminek alapjan jobban megismeri az adott dolog, objektum tulajdonsagait. Ez segiti az

egyént abban, hogy ilyen, vagy ehhez hasonld targyakat tudjon megtervezni, elkésziteni,
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illetve tokéletesiteni és paramétereit optimalizalni. 4 mozgasokban ismerje fel a két alapveto
transzformdciot, az eltolast és a forgatast, és ezt alkalmazza a gyakorlatban és a
feladatmegoldasokban.

Valgjaban az itt felsorolt képességek azok, amely miatt nem a ,,T4jékozodas térben és idoben”
kompetencianal targyaltuk ezen képességek kialakitasanak lehetdségeit. Az el6zd ugyanis
zOmében a ,statikus” geometriai ismeretekre épit (alakzatok tulajdonsadgai, alkotorészek
kiszamitasa, abrazolasuk, stb.), mig az itt targyalt kompetencia a ,,dinamikus” (mozgésos)
geometriai ismereteket feltételezi.

A transzformaciok tanitdsanal alapkovetelmény a konkrét targyi tevékenység és a
heurisztika. Ezeket a képességeket ugynevezett , krétamatematikaval” nem lehet kialakitani,
fejleszteni. A tanuld kezébe kell adni a vizsgalando testeket, az abrakat, fotokat, stb., ami
alapjan 6 megsejt valamit, sejtését megfogalmazza, azt — sajat szintjén — igazolja, vagy

cafolja.

El6ljaroban — a konkrét feladatok elemzése elétt — nézziik meg, hogy barmelyik
korosztalyban hogyan készithetd eld, alakithato, fejleszthetd ez a kompetencia.

Jarmlivek mozgasa (szankd, korhinta, kerékpar, stb.); épiiletek, testek, geometriai alakzatok
szimmetridja; térképek, tervrajzok, fényképek, kicsinyités, nagyitds (latcsd, mikroszkop,
projektor, GPS, stb.); szinezések szimmetridja és aszimmetridja (csempemintak, szottesek,
himzések, horgolasok, tapétak stb.).

A sort még hosszan lehetne folytatni, de a természet szimmetriara vald ,torekvését”
mindenképpen célszerli megmutatni. Nagyon szép képek késziltek a hopelyhek
Azt is érdemes megbeszélni, hogy a szappanhab buborék miért gomb alaku. Mindezekkel
meg lehet mutatni, hogy ha kovetjik a természet alkotdsainak formajat, akkor
optimatizalhatjuk a sajat munkankat is.

Peldaul a méhek a Iépet sejtrdl, sejtre épitik fel, és kiilonlegesen ,,j0l képzett
geométerek” lévén, az evolucid soran beléjilk programozddott az a képesség, hogy a
matematikailag a leghatékonyabb elrendezést valositsak meg. Itt azt is célszerli megvizsgélni,
hogy miért éppen hatszdgalakuak a 1ép sejtjei.

Matematikailag: milyen szabalyos sokszogekkel lehet lefedni a sikot.

A hoépehely szimmetridjara az a magyarazat, hogy egy hopehely sok-sok paranyi,

egyforma, hatszog alakt jégkristaly szemcsékbdl all dssze, ahogy a kiilonb6z6 homérsékletii

légrétegeken keresztiilhalad.
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Az ilyen modellekkel, példakkal, szemléltetdé anyagokkal tudjuk érdekessé tenni a
transzforméciok tanitasat, és ilyen példakon keresztiil mutathatjuk meg a témakor gyakorlati
hasznat is.
Als6 tagozatban még nem alakithatjuk ki a transzformaciok tulajdonsagait, de érdekes
példakkal megalapozhatjuk.
Példaul:
Rajzolj egy 2 cm sugaru félkort! Tedd a tiikrod a papirlapra ugy, hogy a félkor €s a
tiilkorkép egylitt a) félkor legyen, b) egy egész kor legyen, ¢) egy haromnegyed kor
legyen!
Felso tagozatban a kovetkezo érdekes jatékkal tudjuk megmutatni a kozéppontos hasonldsag
tulajdonsagait és ismeretének gyakorlati hasznat.
Példaul:
Van egy kor alaku asztal, és két jatékos felvaltva tesz 10 Ft-os pénzérméket az
asztalra. Az nyer, aki utoljara ugy tette le az érmét, hogy az nem esik le az asztalrdl.
(A pénzérmék nem fedhetik egymast.)
Mi lehet a nyerd stratégia?
Bizonyitsuk be, hogy helyes stratégia megvalasztasaval mindig a kezd6 jatékos nyer!
(Megoldas: A kezd6 jatékos a kor kdzéppontjaba rakja az érmét, majd mindig oda, hogy a

masodik jatékos altal lerakott érmének a kdzéppontosan tiikrds képe legyen az 6 érméje.)

Az ilyen jellegii feladattal — a motovacion til — még azt is el tudjuk érni, hogy a tanul6 jatszva

tanulja meg a kdzéppontos tiikrozés tulajdonsagait.

Az eltolas gyakorlatban torténd alkalmazdsira mutatunk be egy példat a 9. osztalyos
tankonyvbol.

,Hogyan kell megépiteni a legrovidebb vezetéket két olyan iizem kozott, amelyek egy

széles folyd két kiillonbozdé oldalan, a folydparttol tavolabb helyezkednek el? A

vezeték a folyot csak merdlegesen keresztezheti.”

(Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 9. 5. 33.)

Megoldas:
1) Készitslink rajzot (Parhuzamos egyenes par jelentse a folyot, a parttol d; tavolsagra egy

A pont az egyik iizemet, és d, tavolsagra a masik oldalon a B pont a masik iizemet.
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A folyo szélességét jeloljik d-vel.

2) Toljuk el az A pontot a folyopartra merélegesen a foly6 iranyaba d hosszusagh vektorral.
Ez lesz az A’ pont.

3) Kossiik 0ssze egyenes vonallal az A’-t a B-vel.

4) Ahol ez az egyenes metszi a folyd B pont feldli pontjat, ott kell merélegesen atvezetni
a vezetéket.

5) A part két oldalan a merdlegessel kapott metszéspontokat 6sszekdtjiik az A, illetve a
B ponttal.

6) Még igazolnunk kell, hogy valdban ez a legrovidebb vezetékhossz. Ehhez barhol, méashol
felvesziink egy pontot a foly6 partjan, €s a haromszdg egyenlétlenség felhasznéalasaval
igazoljuk, hogy az igy megszerkesztett tavolsag nagyobb lesz az altalunk eredetileg

szerkesztett tavolsagnal.

Azon tul, hogy egyéb ismeretek is sziikségesek a feladat megoldasahoz, (vektor, haromszog
egyenldtlenség stb.) az eltolds tulajdonsagait felhasznélva, a pont képét megszerkesztve,
alakithatjuk ki a tanulokban a geometriai transzformacié felismerésének ¢és alkalmazéasanak
kompetenciajat.

Egyébként akkor tanitjuk jol a geometriat, ha mindig abra felvétele és elemzése el6zi meg a
tervkészitést, a megoldast és az ellendrzést. Ekkor biztositott ugyanis az, hogy a képi
dominanciaji gondolkodas atvalt fogalmi gondolkodédsba, ami egész matematikatanitasunk
egyik f6 célja. gy alakithatjuk ki a bevezetd részben felsorolt legtobb, transzformécioval és

szimmetriaval kapcsolatos, kompetenciat

Kulcsszavak
stkmozgds, térmozgas
egybevagosagi transzformdciok
hasonlosagi transzformdaciok
szimmetrikus alakzatok
szimmetriak a gyakorlatban
optimalis elrendezés

nyero stratégia
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Kérdések, feladatok:

1) Mi jellemzi a geometriai transzformacio felismerésének és alkalmazasanak
kompetenciajat?

2) Keressen az internetrdl tengelyesen és kdzéppontosan szimmetrikus hires éptileteket!

3) Mindegyik transzformaciohoz készitsen olyan feladatsort, amellyel a képi dominancidju

gondolkodastol eljuttatja a tanulot a fogalmi gondolkodasig!

Kotelez6 irodalom:

1. Dr. Czeglédy Istvan: Matematika tantargypedagogia I-11. foiskolai jegyzet
Bessenyei Kiadé Nyiregyhaza, 2000

2. Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 1-12. osztaly szamara
Miiszaki Kiado, Budapest, 2002-2010

3. Polya Gyorgy: A gondolkodas iskoldja
Akkord Kiadd, Budapest, 2000

Ajanlott irodalom:

Keith Devlin: Matematika, a lathatatlan megjelenitése
Miszaki Kiad6, Budapest, 2001

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4., 5-6., 7-8. Feladatgytijtemény
Miiszaki Kiadd, Budapest, 2002-2008

XIV. A valoésziniiségszamitas alkalmazasa a mindennapi életben

A val6szinliségszamitds nem tul régen keriilt a magyar matematikatanitas témakorei
kozé. A szomszédos orszagokban mar Iényegesen kordbban bekeriilt a kozoktatés
tananyagaba. A nemzetkozi felmérésekben is egyre gyakrabban feltlintek ilyen feladatok, és
ezekben a magyar didkok gyengébben teljesitettek, mint mas orszdgok didkjai. Pedig olyan
ismeretek tanitdsarol van szo, amely a gyakorlatban valo eligazodést, a gazdasagi, pénziigyi
tervezést nagymértékben segiti.

A valoszinliség ugyan a szerencsejatékoknak koszonheti megsziiletését, de a
gazdasagi, lizleti €let is hamarosan eszkozei kozé sorolta ezt a tudoményagat. Az ember
megddbben azon, hogy milyen kicsi a nyerési esély a lotton, és mégis szazezrek lottdznak

hétrél hétre.

TAMOP Eger 123
Dr. Czeglédy Istvan: Kompetenciaalapti matematikaoktatas, 2010



A biztositd tarsasagok is azutdn jottek létre, miutan felmérték, hogy milyen feltételekkel
kothetnek szerzodést az tigyfelekkel, mikor nyereséges nekik ez az iizlet. Ehhez sziikségesek
voltak a valoszinliségszamitas ismeretei.

Példaul az ¢életbiztositdsoknal megvizsgaljak, hogy milyen korban, milyen
gyakorisaggal halnak meg az emberek. Vizsgaljak, hogy milyen az egészségi allapotuk, mi a
foglalkozasuk, melyik korosztalyhoz tartoznak, stb.

Hasonloak igazak példaul a lakés, a casco, a nyugdijbiztositasra is. Amikor biztositast kotiink,
akkor a biztosito tarsasag megbecsiili, hogy mi a valdszintisége annak, hogy lakasunkat kar éri
(vihar, arviz, foldrengés, stb.), hogy autonk karambolban 0sszetorik (akar mi idézziik eld a

balesetet, akar mas), vagy rendes koriilmények kozott hany évig kell fizetnilik szamunkra a

nyugdijat.

A rendszer azért miikoddképes, mert a kdresemények valdszinliségét a matematika
segitségével hatarozzak meg, amit sok-sok kordbban begylijtott adat feldolgozasa utan tesznek
meg. Igy érhetik el a tarsasagok azt, hogy hosszu tavon nyereségesek legyenek. Amennyiben
az egyén nem tudja felmérni esélyeit, Gigy jarhat, mint a 2009-2010-es években sok-sok
ember, akinek oly mértékben megnétt a devizaalapt hitelének a torleszté részlete, hogy
képtelen volt azt fizetni. A bankok kiszamoltak, hogy szamukra a hitel mikor jovedelmezd, de
az egyének ezt nem tettétk meg. Nem is voltak ra képesek, mert nagyon sok volt a
bizonytalansagi faktor (munkahely, egészség, egyéb nem kalkulalhato veszteség, stb.).

Az itt elmondottak mind azt igazoljak, hogy a gyakorlati életben nagyon fontos, hogy
az ember tudjon tervezni, kalkulalni, szerzodést kétni, tudja, hogy milyen kotelezettségeket
vallalhat.

Mindehhez az kell, hogy ismerje meg a feltételeket, vizsgdilia meg a koztiik [évo
osszefiiggéseket, gondolja végig az események bekovetkezésének gyakorisagat, valosziniiséget,
és ennek fiiggvényében dontson. Ennek a kompetencidnak a kialakitasa, fejlesztése

matematikatanitdsunk egyik fontos célja.

Mar alsé tagozatban megkezdhetjilk olyan fogalmak kialakitasat, mint kisérlet,
esemény, elemi esemény, kedvezd eset, Osszes eset, gyakorisdg, relativ gyakorisag
valoszinilisége, biztos esemény, lehetetlen esemény.

Mindezeket természetesen konkrét példakon, manipulativ tevékenység kapcsan alakithatjuk
ki. Példaul: pénzfeldobds, kockadobds, dobozbdl golyok véletlenszerti kihuzasa,

szamkartyakbol kirakhato szamok koziil milyen tulajdonsagubdl hany lehet, stb.
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Fels6 tagozatban mar bevezethetjiik a szerencsejatékokat, kiemelve a nyerési esély
nagyon kicsiny voltat. (Szerencsés megmutatnunk az ugynevezett ,félkaru rablok”, a
nyer6gépek veszélyeit. Altalanos iskolaban zomében relativ gyakorisagot és kombinatorikus
valoszinliséget szdmolunk — egyszeriibb esetekben.

Kozépiskolaban — szintén egyszerl feladatokkal — mar tanitjuk a kombinatorikus ¢és a
geometriai valdsziniiséget, valamint az eloszlasokat is.

Példaként nézziink egy kombinatorikai valdsziniiséghez kapcsolodo feladatot!

»Egy mihelyben egy miiszak alatt elkészitett 1400 darab kulcs koziil 50 darab selejtes.
Talalomra kivesziink 20 darabot. Mi a valdsziniisége annak, hogy a kivalasztott kulcsok
kozott:

a) nem lesz egyetlen selejtes sem,

b) nem lesz haromnal t6bb selejtes?

(Osszefoglal6 feladatgyiijtemény matematikabol, 3310.)

Gondoljunk arra, hogy n kiilonb6z6 elembdl hanyféleképpen lehet k — t kivalasztani.
Hatdrozzuk meg a kedvezd ¢és az 0Osszes esetek szamat, majd hatdrozzuk meg a
valdszinliségeket!

(A megoldast az olvasora bizzuk.)

Osszegezve: a mindennapi életben nagyon ritkdn tudunk egzakt értékekkel dolgozni. Az
embert kiilonb6z6é — sokszor egymasnak ellentmondo, egymast kioltd — hatasok soksaga éri.
Tobb feltételt kell figyelembe venni, az ezek kozti kapcsolatokat Osszevetni az optimalis
cselekvéshez. (Legyen ez a cselekvés szerencsejaték, biztositas, utazas, iddjaras, hitel, stb.)

A tarsadalmi beilleszkedéshez, tevékenységhez nélkiilozhetetlen a valdszinliségi

szemléletmod kompetenciajanak kialakulasa.

Kulcsszavak
tizleti élet , tranzakciok
szerencsejatékok
események, elemi események
gyakorisag
relativ gyakorisag

valosziniiség
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Kérdések, feladatok:

1) Mit értiink a valoszinliségi szemléletmodon?

2) Keressen a Hajdu-féle fels6 tankonyvcsalad tankdnyveibdl olyan feladatokat, amelyekkel
also tagozatban megalapozhatja, felsé tagozatban kialakithatja, kdzépiskolaban elmélyitheti

a valdszintiségszamitas alapjait!

Kotelez6 irodalom:
1. Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika tankonyvek 1-12. osztaly szamara

Miiszaki Kiado, Budapest, 2002-2010

Ajanlott irodalom:

Keith Devlin: Matematika, a lathatatlan megjelenitése
Miiszaki Kiado, Budapest, 2001

Dr. Hajdu Sandor szerkesztésében: Matematika 3-4., 5-6., 7-8. Feladatgyiijtemény
Miszaki Kiad6, Budapest, 2002-2008
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Javaslat a tananyag feldolgozasanak iitemezésére

A félév soran 12 hétre tervezzen:

1. hét:

Az iskolai matematikaoktatds helyzete, a matematikatanitas cél-,
kovetelményrendszere.

2. hét:

Az értékes, érvényes, hasznosithat6 tudas.

3. hét:

A matematikai ismeretszerzés.

4. hét:

Keépességek, jartassdgok, készségek kialakitasa.

5. hét:

Ertd olvasas, problémamegoldas, szamolasi készség kialakitasa.
6. hét:

Gondolkodasi miiveletek kialakitasa, fejlesztése.

7. hét:

Kreativ személyiségtulajdonsagok kialakitasa, fejlesztése.

8. hét:

Algoritmikus és tervszerli gondolkodas kialakitasa, fejlesztése.

9. hét:

feladat-

és

Kombinatorikus ¢€s fiiggvényszerii gondolkodasmod, gyakorlati alkalmazhatosag kialakitasa,

fejlesztése.

10. hét:

Térben ¢€s 1d6ben valo tdjékozodasi képesseg kialakitasa, fejlesztése.
11. hét:

Bizonyitési igény, itéloképesség kialakitasa, fejlesztése.

12. hét:

Val6szinliségszamitas a mindennapi életben.
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Zarovizsga tételek:

1) Az iskolai matematikatanitas, helyzete, problémai, feladatai.

2) Az iskolai matematikatanitas cél-, feladat- és kovetelményrendszere. Nevelési-,
oktatasi-, képzési célok.

3) Az értékes, érvényes, hasznosithato tudas jellemzai.

4) A tanarképzés soran kialakitando tanari kompetenciak jellemzo6i, és kialakitasanak
modjai.

5) Az iskolai oktatasban kialakitand6 tanuloi kompetenciak ismérvei.

6) A matematikai ismeretelsajatitas Polya-féle és skempi elmélete.

7) Képességek, készségek, jartassagok kialakitasanak modjai.

8) Az ért6 olvasas kialakitasa, fejlesztése.

9) A problémamegoldasra vald képesség kialakitasa, fejlesztése.

10) A szamolasi készség kialakitasa, fejlesztése.

11) A gondolkodasi miiveletekben valo jartassag kialakitasa, fejlesztése.

12) A kreativ személyiségtulajdonsagok kialakitasa, fejlesztése.

13) Az algoritmikus gondolkodasra valo képesség kialakitasa, fejlesztése.

14) A megoldas megtervezése képesség kialakitasa, fejlesztése.

15) A kombinatorikus gondolkodas kialakitasa, fejlesztése.

16) A gyakorlati alkalmazasra val6 képesség kialakitasa, fejlesztése.

17) A fiiggvényszer(i gondolkodasmod kialakitasa, fejlesztése.

18) Tajékozodas térben és idoben kompetencia kialakitasa, fejlesztése.

19) A bizonyitasra és itéloképességre vald képesség kialakitasa, fejlesztése.

20) A geometriai transzformaciok gyakorlati alkalmazasanak képessége.

21) Valoszintliségszamitas a gyakorlatban.
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